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Proleg

Del formalisme rigords de Hilbert a I’0s d'eines sofisticades de les matematiques
en la genomica, no hi ha només un segle llarg de distancia, siné un canvi de mentalitat i,
sobretot, el reconeixement i el convenciment que la recerca en matematiques, des de les
arees més basiques i abstractes a aquelles més facils de comunicar a la societat, pot jugar
un paper cada cop més cabdal en el desenvolupament cientific i tecnologic.

Si ara fa més de setanta anys, un rector d’universitat a Alemanya es permetia dir
en la inauguracié d'un curs académic que «la matematica és la base de tot el coneixe-
ment i el contenidor de tota ’alta culturax», ara hi podem afegir que també és la base de
l'alta tecnologia o la base dels grans moviments financers o de les solucions a les com-
plexes realitats socials, per citar tres exemples.

El nostre mon és cada cop més interconnectat, i I’increment de la interconnexid
en un sistema fa augmentar-ne el grau de complexitat. Estem, doncs, immersos en un
sistema complex, que al mateix temps és fragil i inestable. Només una bona eina per a la
gestio dels sistemes complexos (siguin tecnologics, financers o socials) podra donar res-
posta als problemes plantejats. La matematica és una d'aquestes possibles eines, amb un
paper cada cop més decisiu en la gestié dels sistemes complexos. I aquesta €s la imatge
que hem volgut transmetre en el Tercer Cicle Ferran Sunyer i Balaguer, el contingut del
qual recull el volum que ara presentem.

Comengant amb el Hilbert de ’any 1900, hem pretes fer un recorregut des dels
aspectes més formals als més aplicats, per donar als assistents al cicle una visio de diver-
ses linies cap on es poden dirigir llurs interessos.

Si Joan Bagaria ens parla de la recerca puntera en aspectes formals de la teoria de
conjunts i la fonamentaci6, amb aplicacions a la teoria de grafs i a I’analisi funcional,
Sebastia Xambo ens ha mostrat com les poderoses eines de la geometria juguen avui un
paper decisiu en alguns aspectes de la tecnologia de la informacio i la comunicacio, mit-
jancant el desenvolupament de codis correctors d'errors.

La part més aplicada I’han constituit les tres darreres conferéncies del cicle, sobre
la interacci6 dels sistemes complexos en ’esport, per James Stirling, sobre I’s de mate-
matiques en els processos de seqiienciacié del genoma, per Xavier Messeguer, i oferint
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I’exposicié d’un model empresarial que, a partir d'eines de I’analisi i els sistemes dina-
mics, produeix antenes fractals comercialitzades.

Una darrera reflexio sobre aquest Tercer Cicle Ferran Sunyer i Balaguer. Un cicle
de conferencies no €s una uni6 disjunta de xerrades sobre temes dispersos; cal que hi
hagi un fil conductor, i aquest ha estat un recorregut per la historia del darrer segle, ana-
litzant alguns problemes centrals de les matematiques que motiven la realitat actual.
Pero, a més, si hi ha un «Tercer Cicley, vol dir que n’hi hagué un «Primer» i un «Segon.
També en aquest context cal interpretar el contingut, com una mena d’ésser viu que cada
dos anys vol donar a congixer el rol important de les matematiques en I’avenc de la nos-

tra societat.

Manuel Castellet
Director del Centre de Recerca Matematica



De Hilbert als «Problemes del Mil-lenni»
Manuel Castellet

Director del Centre de Recerca Matematica

Fa poc més de 100 anys, el 8 d’agost de 1900, David Hilbert va donar una confe-
réncia al Congrés Internacional de Matematics de Paris, en la qual formulava i raonava
23 problemes matematics. Aquesta conferéncia programatica, que ha influit en el des-
envolupament de les matematiques durant el segle, és famosa encara avui, més de cent
anys després.

Les matematiques tenen un triple paper en el mon actual: es basen en una logica
estricta i, per tant, estableixen I’estandard de la veritat objectiva; son, com I’art, una
creacio del nostre esperit i, per tant, una part de la nostra tradicié cultural, i, finalment,
es poden utilitzar en aplicacions concretes. Els profans perceben només aquesta darrera
funcid practica; la recerca en matematica fonamental, que és a la base de tot, tanmateix
resta desconeguda.

Amb la idea de canviar una mica aixo, el Clay Mathematics Institute —una fun-
dacio6 que té com a objectiu la difusio del coneixement matematic— ha instaurat recent-
ment set premis d’un milié de dolars cada un per la resolucié dels set «problemes del
mil-lenni». Aquests problemes, seleccionats amb molta cura per experts reconeguts, son
de les més dificils giiestions obertes de diversos camps de les matematiques. N’hi ha que
s6n problemes nous, d’altres fa més de cent anys que esperen la seva resolucio.

Encara sobre la conferéncia de Hilbert

Els «Problemes del Mil-lenni» foren presentats publicament el mes de maig de
I’any 2000 a Paris, com una mena de nova versi6 de la famosa conferéncia de Hilbert
de 100 anys abans, al segon Congrés Internacional de Matematics, celebrat també a
Paris, com he dit. Hi ha, pero, una gran diferéncia: mentre que els problemes plantejats
ara afecten només aspectes parcials de les matematiques actuals, Hilbert abastava la
totalitat de les matematiques d’aleshores. També €s cert que I'any 1900 hi havia un
Hilbert i ara, malgrat I’aveng increible que han fet les matematiques, no tenim una figu-
ra com ell, capag¢ d’entendre la globalitat.

El programa de Hilbert ha influit en el desenvolupament de les matematiques
durant tota la primera meitat del segle xx i bona part de la segona; per aquesta rao, el
record de la seva famosa conferéncia ha restat molt viu.
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Fa 100 anys, David Hilbert, de 38 anys, era professor a la Universitat de
Géttingen, aleshores la fortalesa de les matematiques. Entre els seus col-legues, Hilbert
era considerat el matematic alemany més important. A comengament d’any va rebre la
invitacié per impartir la conferéncia inaugural del congrés de Paris. Hermann
Minkowski, professor a I'ETH de Ziirich i amic intim de Hilbert des dels anys en que
ambdds eren estudiants a Kénigsberg, li demanava de «donar una ullada al futur de les
matematiques i als seus problemes»; d’un tema com aquest, segons Minkowski, se’n
continuaria parlant durant décades.

La carta de Minkowski no fou mai contestada. Hilbert va acabar el text de la seva
conferencia a I"Gltim minut, com si fos més llati que germanic, i ’envia a Minkowski i a
Adolf Hurwitz, antic mestre de Hilbert i també professor a I'ETH. Era, pero, massa tard;
la conferencia de Hilbert no fou la conferéncia inaugural del congrés i s’inclogué en el
tercer dia de sessions. Hilbert mesura malament la durada de la seva intervencié i es va
haver d’acontentar a presentar 10 dels 23 problemes que havia preparat. Convé destacar
dos aspectes de la presentacio general i de cadascun dels problemes: la relacié entre pro-
blemes particulars i teories generals i la necessitat de demostracions rigoroses (strenge
Beweise).

La resolucié d’un problema particular i la construccié d’una teoria general han
d’anar, segons Hilbert, de bracet. Encara més, apuntava, els esforcos per resoldre un
problema dificil son necessaris per a I’aveng de les matematiques, encara que aquests
esforgos no portin a la resolucio del problema. I esmentava dos exemples paradigmatics:
la hipotesi de Fermat i el problema dels tres cossos de la mecanica.

Malgrat que la hipotesi de Fermat no fou demostrada fins als anys 1993 i 1995,
per Andrew Wiles, ja s’havien fet intents interessants per a la seva resolucié a partir del
segle xvIil. Uns intents que no donaven els fruits desitjats, pero que, per exemple, porta-
ren a la teoria algebraica de nombres, una nova teoria amb una multitud de conceptes
que més tard s’anaven desenvolupant independentment. Els métodes utilitzats per Wiles
foren, pero, d’un tipus totalment diferent; i la seva demostracio esta lligada a considera-
cions sobre la geometria de corbes.

De manera semblant va passar amb el problema dels tres cossos de la mecanica,
que avui encara planteja preguntes obertes. El problema va inspirar el parisenc Henri
Poincaré en nous métodes de la mecanica celest, que s’han convertit actualment en eines
importants per a la navegacio de satel-lits.

Hilbert i Poincaré es coneixien i s’admiraven, perd les seves concepcions de les
matematiques eren ben diferents. Per a Poincaré hi tenien un paper essencial la intuicié i
les analogies fisiques; per a Hilbert, era essencial el marc de la logica més estricta. Per
aix0, Hilbert va destacar en la seva conferéncia al congrés de Paris la necessitat que
qualsevol afirmaci6, qualsevol resolucié d’un problema, havia d’ésser demostrada. T si
un problema no t¢ solucié, com la quadratura del cercle, aleshores cal poder demostrar
precisament aix0, que no té solucié. Tanmateix, malgrat que afirmava que qualsevol
possible resultat era demostrable o no, no tenia cap prova que les coses fossin aixi.
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Una demostracio era, per a Hilbert, una successio finita de raonaments logics.
Ben segur que hi ha altres aspectes de la matematitzacio, com consideracions de plausi-
bilitat, analogies, experiencies fisiques i intuiciod; pero res de tot aixd no pot substituir la
demostracio. Hilbert demanava la demostraci6 rigorosa no només per a I’aritmética i
la geometria classica, sindé també per a totes les altres branques de les matematiques,
inclosa la matematica aplicada. En aquell temps, aix0 no era un posicionament tan clar
com ara. La demanda de demostracions rigoroses té només ple sentit en el marc de la cons-
truccio axiomatica de les matematiques. Aquesta pretensio de Hilbert posava de manifest
la gilestio de si és possible o no bastir les matematiques sobre una base que no admeti con-
tradiccio.

Als no iniciats els podria sorprendre que, precisament, hom pugui posar en dubte
els fonaments de I’edifici matematic, la seva consisténcia. Aqui cal puntualitzar que cap
dels conceptes matematics que fem servir continuament al nostre entorn apareixen en el
nostre mon real. No hi ha ni punts ideals ni linies rectes infinites; son creacions del nos-
tre esperit, com 1’espai de la geometria elemental, els espais de dimensions superiors o
la série infinita dels nombres enters.

Els objectes matematics son, simplement, un conjunt d’elements. Entre ells es
defineixen relacions, com la suma, la multiplicacié o la proximitat. Aquestes relacions
han de satisfer determinats axiomes, que, naturalment, es prenen de I’observacio; no sén
necessariament fets evidents sin6 regles de joc de la teoria; aquestes regles i les conse-
giiéncies que se’n deriven és I’nic que hom pot utilitzar per a les demostracions. Aixo
era el que Hilbert entenia per una construccié axiomatica de les matematiques. Aquestes
idees van anar agafant cos, especialment sota la influéncia del grup Bourbaki, i han estat
decisives per a I’aveng de les matematiques.

Un cop Hilbert va desenvolupar una fonamentacié axiomatica de I’aritmeética i de
la geometria classica, es va plantejar immediatament la gliestié de la consisténcia del
sistema d’axiomes, és a dir, de la no contradiccié. No en tenia cap dubte, pero la intuicio
no li era suficient. Per aix0, proposava, en el segon dels seus 23 problemes, la demostra-
¢i6 que no és possible, en el sistema axiomatic de ’aritmética, mitjangant raonaments
logics, demostrar una afirmacid i, al mateix temps, la contraria.

Aquesta demostracio que ell demanava no va arribar mai. Al contrari, 30 anys des-
prés de la conferéncia de Hilbert, quan ell encara era matematicament actiu, el logic Kurt
Godel va demostrar que no es pot trobar una demostracié matematica del principi de no
contradiccid per a Paritmética. De fet, el que va demostrar Godel és que no és possible fer
cap demostracid de la consisténcia de I’aritmetica amb meétodes finitaris 1, per tant, for-
malitzables en I’aritmética mateixa. En general, no es pot demostrar la consisténcia d’una
teoria fent servir métodes formalitzables dins de la mateixa teoria. Pero si que és possible,
per exemple, demostrar la consisténcia de ’aritmética en la teoria de conjunts de
Zermelo-Fraenkel (ZF); pero per demostrar la consisténcia de ZF cal fer-ho amb una teo-
ria més forta, que aleshores caldra demostrar que €s consistent, i aixi successivament.

No només el segon, sind també el primer dels problemes proposats per Hilbert
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obtingué una resposta ben diferent de la que ell pensava. Un subconjunt no numerable
d’un continu (€s a dir, dels punts d’una recta real), es pot posar en correspondéncia bijec-
tiva amb tot el continu? Es la hipotesi del continu. Hilbert suggeria que qualsevol sub-
conjunt d’un continu era o bé numerable o bé un continu, perd I'any 1963 el matematic
Paul Cohen va demostrar quelcom sorprenent: tant Pafirmacié com el seu contrari sén
compatibles amb els axiomes. De fet, Cohen va demostrar que la negaci6 de la hipdtesi
del continu és consistent amb els axiomes; la consisténcia de la hipotesi del continu amb
els axiomes ja I’havia demostrada Godel, el 1938. Hom pot prendre, per tant, com a nou
axioma tant una afirmacié com I’altra.

Tampoc no €s cert, tal com pensava Hilbert, que qualsevol problema o bé es pot
resoldre o bé en podem demostrar la insolubilitat. Durant el segle xx, els logics van tre-
ballar aquesta giiestio amb métodes molt subtils.

Per fer un judici historic de la conferéncia de Hilbert de I’any 1900, és irrellevant
que les respostes a les seves preguntes fonamentals siguin ben diferents de les que ell
havia imaginat. Allo realment decisiu fou que havia formulat les preguntes d’una manera
tan clara i precisa que, després, els investigadors van poder treballar-hi. El que és impor-
tant és, per exemple, el fet que hom accepta que en el sistema axiomatic no hi ha contra-
diccid, encara que no ho puguem demostrar d’una manera finitistica. Les aportacions
inestimables que han generat les matematiques des de fa centenars d’anys han creat una
atmosfera de credibilitat.

Aquestes gilestions fonamentals i algunes altres que no cito constituien només una
part petita del programa de Hilbert. Parallelament, va formular una llarga série de proble-
mes especifics. L’espectre és molt ampli i inclou totes les parts del pensament matematic.
100 anys després, s’han resolt tots els problemes especifics llevat de tres. Un d’aquests és
la hipotesi de Riemann, que actualment estd considerat el més important i més dificil dels
problemes no resolts i figura, per tant, entre els «Problemes del Mil-lenni». La hipotesi de
Riemann tracta dels zeros d’una funcio relacionada amb els nombres primers i esta con-
nectada amb gairebé totes les disciplines de les matematiques. Malgrat que la corroboren
enormes c¢alculs amb ordinador, no ha pogut ésser demostrada.

Podriem continuar amb una mostra dels problemes especifics que Hilbert va plan-
tejar, que van des de les equacions diofantiques fins als fonaments axiomatics de la fisi-
ca, pero el que ara vull destacar és que el programa de Hilbert anava des de teoremes
d’existéncia fonamentals, passant per qiiestions abstractes i per concretes, fins a les apli-
cacions. Per aquesta amplitud, la seva conferéncia continua essent considerada com un
esdeveniment historic.

La nova situacio

Pero, 100 anys després, la situacié ha canviat. No només ara no tenim un Hilbert
capag d’entendre la globalitat, que no el tenim, siné que el mén de les matematiques
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compta actualment amb uns 50.000 investigadors que, gracies als mitjans de comunica-
cié i d’informacio, constitueixen un organisme en el qual cada part reacciona rapida-
ment als estimuls de les altres. Per aix0 ara no és possible un programa com el de
Hilbert.

Tanmateix, el Clay Mathematics Institute de Cambridge, Massachusetts, amb un
comité cientific format per Alain Connes, Arthur Jafte, Andrew Wiles i Eduard Witten,
va encarregar a set dels més destacats matematics del moment el plantejament de set
grans problemes oberts. No €s un programa com el de Hilbert, que abastava el conjunt
de totes les matematiques, amb mentalitat europea, que combinava aspectes fonamen-
tals amb resultats molt especifics. Es, per a mi, una mostra de la realitat matematica
actual i del domini que exerceix la concepcio liberal nord-americana. El Clay Institute
ha dotat set premis amb un milio de dolars cada un per a aquells que resolguin cadascun
dels problemes plantejats. Resulta mediaticament molt atractiu, perd no crec que faci
avangar la recerca com ho feu el programa de Hilbert.

Els mateixos promotors dels premis declaren que els «Problemes del Mil-lenni»
no pretenen marcar la direccié de les matematiques durant aquest segle que ha comen-
cat; només volen centrar ’atencid en un petit conjunt de qliestions matematiques pen-
dents des de fa temps, cada una d’elles central, que s’estan resistint a ésser resoltes, com,
per exemple, la hipotesi de Riemann, que ja he esmentat.

Els « Problemes del Mil-lenniy

1. La hipotesi de Riemann (formulada per Bernhard Riemann [’any 1859)

«Els zeros de la funcié zeta de Riemann tenen part real igual a un migy.

Es, possiblement, el més famoés dels resultats pendents des de fa temps (i s’ha
comprovat que &s cert per als «primers» mil cinc-cents milions de zeros).

La demostracié de la hipotesi de Riemann donaria informacié definitiva a diver-
ses qilestions sobre la freqliéncia dels nombres primers.

Preparat per Enrico Bombieri.

2. Pversus NP (formulat per Stephen Cook I’any 1971)

«Es cert que P és igual a NP?»

La pregunta equival a determinar si qualsevol llenguatge acceptat per un algoris-
me no-deterministic en un temps polinomial ¢s també acceptat per algun algorisme
deterministic en temps polinomial (el contrari sempre és cert).

Una resposta afirmativa permetria disposar d’algorismes utils per a molts proble-
mes computacionals practics, perd al mateix temps destruiria la seguretat de transac-
cions financeres fetes a través d’Internet. Per tant, afecta essencialment la criptografia.

Preparat per Stephen Cook.
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3. La cowjectura de Hodge (formulada per William Hodge ’any 1950)

«En una varietat algebraica projectiva no singular sobre els complexos, qualsevol
classe de Hodge és una combinacio lineal racional de classes de cicles algebraics.»

Se sap que un cicle algebraic ¢s el mateix que un subespai analitic tancat.

Si la conjectura és certa, els cicles de Hodge admetran una interpretacio geomé-
trica, i aix0 permetria coneixer com sén les peces que s’adjunten a determinats espais
per obtenir-ne de nous, técnica que es va mostrar molt potent durant tot el segle passat.

Preparat per Pierre Deligne.

4. La conjectura de Poincaré (formulada per Henri Poincaré ’any 1904)

«Qualsevol 3-varietat tancada simplement connexa és homeomorfa a la 3-esfera.»

La conjectura inicialment plantejada per Poincaré exigia només que la varietat
inicial tingués la mateixa homologia que P’esfera, perd ell mateix va demostrar que era
falsa, en construir aquesta esfera de Poincaré.

La versi6 n-dimensional de la conjectura, exigint que la varietat inicial tingui els
mateixos grups d’homotopia que ’esfera, és certa per a n=2, per a n=5 (S. Smale 1960)
i per n=4 (M. Freedman 1980).

Preparat per John Milnor.

Durant el periode de correccié de proves d’aquest article, el matematic rus Grisha
Perelman ha donat a coneixer una demostracié de la conjectura de Poincaré en dimensio
tres, utilitzant métodes sofisticats de geometria diferencial, que esta essent analitzada
pels experts.

5. La teoria de Yang-Mills

«Demostrar que per a qualsevol grup gauge simple compacte, la teoria quantica
de Yang-Mills a I’espai de dimensi6 4 existeix i té defecte de massa positiu.»

La demostracié d’aquest resultat permetria un coneixement matematic millor de
les teories quantiques de camps 4-dimensionals, molt importants per a la fisica. Per-
metria, per exemple, donar una justificacié matematicament satisfactoria a la invisibili-
tat dels quarks.

Preparat per Arthur Jaffe i Eduard Witten.

6. Les equacions de Navier-Stokes

«Existeixen solucions diferenciables fisicament raonables per a les equacions de
Navier-Stokes en tres dimensions?»

El resultat és conegut en dos dimensions, fins i tot per a les equacions d’Euler i
diversos calculs computacionals numérics hi avalen una resposta afirmativa.

La importancia de les equacions d’Euler i de Navier-Stokes és que descriuen el
moviment d’un fluid a I’espai.

Preparat per Charles Fefferman

14
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7. La conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer

La conjectura és técnicament molt dificil de formular, perd diu més o menys que
les solucions racionals de determinades equacions algebraiques estan intimament rela-
cionades amb una certa funcié zeta, com la de Riemann, de manera que si la funci6 s’a-
nul-la en el punt 1, aleshores hi ha una infinitat de punts racionals, i si no s’anulla,
només n’hi ha un nombre finit.

Constitueix, en certa manera, una reformulacio del dese problema de Hilbert, que
’any 1970 Yu V. Matiyasevich va demostrar que era irresoluble.

Preparat per Andrew Wiles.

Pero..., i a casa nostra que?

«A casa nostra» vol dir el conjunt de departaments de matematiques (amb els
noms que tinguin) integrats a la xarxa d’universitats de I’Institut Joan Lluis Vives o, dit en
un altre llenguatge, el conjunt de departaments de matematiques de les terres de llengua
catalana, sens prejudici de les denominacions tradicionals o estatutaries que aquesta llen-
gua tingui en els diversos territoris.

A casa nostra —siguem realistes— no ens podem fixar com a objectiu per als pro-
pers anys demostrar cap dels 7 problemes que acabo de plantejar, com no es podien
plantejar els nostres avantpassats resoldre cap dels 23 problemes de Hilbert. Pero, enca-
ra que em reafirmo en el que acabo de dir, cal aclarir que la situacio ara, a casa nostra,
referint-nos al context internacional, és ben diferent de la de fa 100 anys; fins i tot és ben
diferent de la de fa 30 anys. A inicis dels anys setanta, la probabilitat de trobar al
Mathematical Reviews o a la Zentralblatt fiir Mathematik un article signat per un mate-
matic de casa nostra, o adhuc espanyol, era gairebé 0. Actualment, en canvi, en totes les
arees abunden els treballs de recerca de matematics de les nostres universitats publicats
en revistes de prestigi, i en totes les arees tenim matematics cientificament destacats.

Aixd que acabo d’afirmar és una realitat constatable, per exemple, referit només
a les universitats de Catalunya, en el repors sobre la recerca matematica, elaborat I’any
1998 per I'Institut d’Estudis Catalans, sota la direccié de Joan Girbau: la relacio entre el
nombre total d’articles publicats a Catalunya i el nombre d’habitants pel producte inte-
rior brut del pais és similar al de Noruega, Gran Bretanya o Alemanya, i el 8,2% de tots
els articles de matematiques sén publicats a revistes considerades d’excel-léncia, dades
que situen Catalunya, pel que fa a la recerca matematica i a aquests parametres, en els
primers llocs dels paisos cientificament més significatius.

Per tant, el gran esforg realitzat pels matematics de les darreres generacions no
ha estat initil. [ ens n’hem de congratular, perd al mateix temps ens ha de servir d’esti-
mul per continuar en aquesta linia iniciada ara fa gairebé 30 anys. No resoldrem, pro-
bablement, cap dels 7 «Problemes del Mil-lenni», no guanyarem, probablement, cap
Medalla Fields, o en tot cas no sera facil aconseguir-ho, perd de moment estem tenint
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una preséncia important en la bibliografia matematica i una consideracié més que nota-
ble en el context internacional. L’organitzacid, del Tercer Congrés Europeu de Ma-
tematiques I’estiu de I’any 2000, a carrec de la Societat Catalana de Matematiques, n’és
un bon exemple.

No em toca a mi entrar ara aqui a fer una reflexié sobre el que convé investigar en
les diverses arees, ni sobre la desitjable articulacié dels grups concrets d’investigacio.
Vull limitar-me a fer unes reflexions sobre la consideracié dels nostres paisos com a co-
munitats cientificament considerades internacionalment. Es cert que tenim investigadors
de casa nostra coneguts internacionalment; també és cert que els nostres grups de recer-
ca comencen a ésser visibles bibliograficament. Pero una cosa és que individualment
siguem ja coneguts i reconeguts i una altra de ben diferent és que ho siguem com a
comunitat. Sense la primera no podriem aconseguir la segona, perod aquest hauria d’ésser
un objectiu irrenunciable. Hauriem de voler aconseguir que aquesta comunitat que he
anomenat «casa nostra» no sigui coneguda internacionalment només pel Gaudi barcelo-
ni, per les platges illenques, per la ceramica castellonenca, per les taronges valencianes
o pel Barga, siné coneguda, també, com una comunitat cientifica, com una comunitat
matematica.

I tenim eines per fer-ho, i podem, si volem, crear noves eines per donar-nos més
forga i més preséncia. Em limitaré a esmentar les que conec, perd, sens dubte, n’hi ha
d’altres d’iniciades o assajades aqui o alla, que hauriem d’intentar compartir tots.

Eina 1. La xarxa d’universitats de ’Institut Joan Lluis Vives. Explotem les seves
potencialitats! Quants de nosaltres ens hem acollit a les possibilitats de mobilitat —febles,
certament— que ofereix? Podriem, per exemple, proposar un programa estable d’intercan-
vi d’estudiants de llicenciatura o de doctorat o un petit paquet de beques postdoctorals.
Segur que un reduit grup de treball dedicat a explorar aquestes possibilitats podria acabar
plantejant propostes serioses amb éxit.

Eina 2. La Societat Catalana de Matematiques. Aqui, I’adjectiu no es refereix a
catalana de Catalunya, sin6 a catalana del conjunt de territoris on s’estén aquesta llen-
gua. Es cert que la Societat té socis arreu del territori i que intenta, també, organitzar
activitats arreu; per exemple, les «Proves Cangur» a les Illes Balears o a Castelld, la
«Tercera Trobada Matematica» a Valéncia. Perd crec que, entre tots, hauriem d’exigir-
nos una distribucié de les activitats més equitativa i una preséncia més gran de tots el
territoris i a tots els territoris. Per exemple, amb beques per a estudiants o per a docto-
rants esteses a tot I’ambit lingiiistic, és a dir, a tot ’ambit d’actuacié de la societat, que
coincideix amb el de I’Institut Joan Lluis Vives.

Eina 3. Una comunitat es pot donar a conéixer com a tal per mitja d’una revista
cientifica que aconsegueixi un bon nivell. I no la tenim. Tenim algunes revistes, una amb
més antiguitat que les altres, que ens permeten un cert intercanvi editorial, perd que s6n
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escassament conegudes internacionalment. Proposta que llengo ara: creacid d’una revis-
ta nova, amb visié de futur, tant des del punt de vista editorial com de prestigi cientific,
publicada per la nova empresa editorial de la Societat Europea de Matematiques, que es
presentés com la continuitat de totes les revistes que ara publiquem. Aquesta revista hau-
ria d’ésser liderada i editada per la Societat Catalana de Matematiques. Només si renun-
ciem a protagonismes estérils podrem progressar; altrament, ens estancarem en cadas-
cun dels nostres petits regnes de taifes.

Eina 4. El Centre de Recerca Matematica. Com que és el que conec millor, en
parlaré una mica més. Deixeu-me dir abans, pero, que si I’he inclos com una d’aquestes
possibles eines és amb el desig i la voluntat que el CRM tingui més preséncia en tota la
comunitat matematica d’aquesta «casa nostra» i amb 1’oferiment a tots els matematics
d’utilitzar i aprofitar les interaccions que pot proporcionar el CRM.

El Centre de Recerca Matematica (CRM) fou creat I'any 1984 per I'Institut
d’Estudis Catalans, amb 1’objectiu principal de posar a disposicié dels matematics cata-
lans un centre d’investigacio que estimulés la millora de la recerca matematica a
Catalunya, tant en I’aspecte qualitatiu com en el quantitatiu. Per assolir aquest objectiu,
el CRM invita destacats cientifics d’arreu del mén a fer-hi estades de recerca, facilita el
contacte dels nostres joves investigadors amb ells i amb institucions cientifiques, duu a
terme programes de recerca, organitza congressos, seminaris i altres reunions cientifi-
ques i difon els resultats de la recerca.

El CRM acull cada any una quarantena d’investigadors que treballen amb els
matematics catalans, en periodes que van d’un a dotze mesos. Aixi es potencien els nos-
tres grups de recerca i aixi es potencia Catalunya com un pais cientificament —en aquest
cas, matematicament— desenvolupat. Lactivitat del CRM es complementa amb I’orga-
nitzacié de congressos tematics i de cursos avancats d’abast internacional. Només
aquests darrers tres anys s’han celebrat 15 esdeveniments d’aquest tipus, 14 dels quals
han estat financats per la Comunitat Europea.

Des de I’any passat, amb la voluntat de consolidar el CRM com un dels instituts
d’investigacié més destacats d’Europa, s’ha reformulat la seva forma juridica, 1 actual-
ment el Centre de Recerca Matematica és un consorci integrat per I'Institut d’Estudis
Catalans i la Generalitat de Catalunya (mitjancant el Departament d’Universitats,
Recerca i Societat de la Informacid) amb personalitat juridica propia.

De la tradicié al futur
Abans de I’any 1000, Gerbert d’Orlhac, un monjo dels Pirineus catalans, que
seria ben conegut com a papa Silvestre 11, estudia el Quadrivium d’una manera profunda

i renova els sistemes de calcul a I’ambit europeu dos segles abans de Fibonacci, cons-
truint un abac original.
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El mallorqui Ramon Llull, un dels escriptors més importants de la llengua catala-
na del segle x111, comprenia ja I’esfericitat de la Terra i escrivia, al final d’aquest segle,
I’ Ars combinatoria i 1’ Art de navegar, un llibre, que no fou superat fins al segle xv1, en
el qual es descriu I'astrolabi i s’esmenta 1's de ’agulla magnética, entre altres coneixe-
ments. Alexander von Humboldt afirmava, ara fa poc més de cent anys, que aquests pro-
gressos de la ciéncia es van transmetre a la resta del mon civilitzat des de Catalunya, a
través dels altres pobles de la Mediterrania.

Pocs anys després, el jueu mallorqui Abraham Cresques dibuixa, era ’any 1375,
el mapamundi anomenat Atles catala, una representacié del moén conegut aleshores i que
fou fonamental per a tots els navegants i viatgers de I’época. La novel-la historica
d’Alfred Bosch L’Atles furtiu, premi Sant Jordi de literatura, reflecteix ’entorn en el
qual es desenvolupa I’obra de Cresques.

Un segle més tard, el segon llibre de matematiques que s’ imprimia a Europa (des-
prés de "aritmeética anonima de Treviso) és la Summa de 'art d’Aritmética de Francesc
Santcliment, un llibre imprés en llengua catalana a Barcelona, I’any 1482, la traduccid al
castella del qual constitueix la primera impressio d’un llibre de matematiques a Es-
panya. Eumo Editorial publica, I’any 1998, una edicié facsimil de I’obra de Santcliment,
a cura d’Antoni Malet.

La decadeéncia d’una cultura esta normalment vinculada a la decadéncia del pais
que la té com a propia. No €s estrany, doncs, que no puguem tornar a parlar de matema-
tiques a Catalunya ni als Paisos Catalans fins molt recentment, si exceptuem el cas del
valencia Josep Chaix, autor de treballs de calcul diferencial i integral, que realitza amb
Pierre Méchain, I’any 1793, els calculs per a la mesura de ’arc meridia entre els Pirineus
i Barcelona.

Ja en ple segle xx, fruit dels moviments de renaixenca i de la consolidacio d’una
identitat propia, apareixen dos destacats investigadors de relleu internacional: Lluis
Santalo, nascut a Girona i emigrat a |’ Argentina, pioner de la geometria integral, |’este-
reologia i les probabilitats geomeétriques, que mori ara fa poc més d’un any; i Ferran
Sunyer i Balaguer, a qui esta dedicat aquest cicle de conferéncies, possiblement el millor
matematic a Catalunya durant la década dels cinquanta i els seixanta, tetraplégic de nai-
xement, amic d’Hadamard, Mandelbrot i Malliavin, entre altres, en honor del qual
I’Institut d’Estudis Catalans, a través de la Fundacio Ferran Sunyer i Balaguer, atorga
anualment el premi que duu el seu nom a una monografia que recopili i exposi els aven-
¢os més recents en una area activa de les matematiques.

Hem d’aprendre del passat per poder encarar el futur. A comengament dels anys
vuitanta, les universitats catalanes —la de Barcelona, I’Autonoma i la Politécnica—
comengaren a descobrir que es podia apostar per una recerca matematica de qualitat.
Els diversos departaments de matematiques han intensificat la formacio de doctors i la
produccio de treballs d’investigacio. El Centre de Recerca Matematica ha servit de
pont de contacte amb una bona part de la recerca matematica que es fa al mon desen-
volupat.
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Per primera vegada a Catalunya —i, tal vegada, a Espanya—, s’estan entenent
les paraules pronunciades per Konrad Knopp en la sessié inaugural de curs de la
Universitat de Tiibingen, 1’any 1927: «la matematica és la base de tot el coneixement i
el contenidor de tota I’alta cultura». Certament, el nostre mon és cada cop més com-
plex, i la complexitat de qualsevol sistema augmenta amb el grau d’interconnexié. Un
mon més interconnectat és, doncs, un sistema complex i, al mateix temps, fragil i inestable.
[a matematica t€ un paper cada cop més decisiu en la gestio dels sistemes complexos (tec-
nologics, tinancers o socials) del segle que hem comengat. Per tant, la matematica sera
cada cop més un instrument de poder, que de vegades s’esta subestimant perillosament.

Ara, iniciat ja el segle xx1, no tenim un Hilbert, com fa cent anys, perd disposem
d’una xarxa d’investigadors i de coneixement que son la clau per al desenvolupament
cientific i tecnologic. I, després de segles, els matematics catalans estem en condicions de
comengar a tenir-hi un paper important, com ho feren alguns dels nostres avantpassats.
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Una petita excursié al paradis de Cantor

Joan Bagaria

Institucio Catalana de Recerca i Estudis Avancats (ICREA) i Departament de Logica,
Historia i Filosofia de la Ciéncia, Universitat de Barcelona

1. INTRODUCCIO

El 4 de juny de 1925, en una reunié de la Societat Matematica de Westphalia en
honor de Karl Weierstrass, David Hilbert (1862-1943) va pronunciar la seva famosa con-
ferencia «Sobre Iinfinit». Després d’assenyalar el paper cabdal de Weierstrass en I'elimi-
nacié de les idees vagues derivades de la nocid d’infinitéssim i la consegiient creacio
d’una base solida per al calcul infinitessimal, insisteix que I’infinit encara té un paper
fonamental en ’analisi matematica. En efecte, I’infinit encara apareix en la definicio dels
nombres reals com a successions infinites convergents de nombres racionals, i en la nocid
mateixa de conjunt dels nombres reals. Segons Hilbert, per tal de completar el procés de
fonamentacio de I’analisi matematica, cal aclarir la nocié d’infinit actual. Diu Hilbert:

«L aclariment definitiu de la naturalesa de 1’infinit ha esdevingut necessa-
ri, no homés per als interessos especials de les ciéncies particulars, sind sobretot
per a I’honor del mateix enteniment huma.»

En I’analisi matematica I"infinit apareix com una nocid limit, aixo és, 'infinit
potencial. Perd aquest no és infinit real, I’infinit que tenim quan considerem, per exem-
ple, la totalitat dels nombres naturals, o la totalitat dels punts de la recta, com un objecte
donat i complet. Aix0 és el que anomenem infinit actual. La disciplina matematica que
tracta de I’infinit actual és la teoria de conjunts, que té els seus origens en la teoria dels
nombres transfinits de Georg Cantor (1845-1918). Aquesta teoria €s, segons Hilbert,

«..la flor més admirable de I'intel-lecte matematic i, en general, un dels
meés alts assoliments de la pura activitat racional humanay.

En aquesta conferencia explorarem alguns dels aspectes més fascinants de la teo-
ria de conjunts. Comencarem amb els seus origens en I’obra de Cantor i la seva formu-
lacio axiomatica de Zermelo-Fraenkel, amb [’axioma d’eleccié. Veurem com tots els

21



JOAN BAGARIA  Una petita excursio al paradis de Cantor

objectes matematics: nombres, funcions, grups, espais topologics, etc. son, de fet, con-
junts, i com tota I’activitat matematica de demostracié de teoremes es pot reduir, for-
malment, a fer deduccions en logica de primer ordre a partir dels axiomes de la teoria
de conjunts. D’aquesta manera, la teoria de conjunts constitueix el model estandard de la
matematica. Aix0 ens permet fer metamatematica, és a dir, estudiar matematicament
la matematica mateixa. La teoria de conjunts és sobretot una teoria dels conjunts infi-
nits. Veurem doncs fins on pot arribar la successio dels nombres infinits de Cantor, els
alephs, des del primer nombre infinit ,, que mesura la quantitat de nombres naturals,
fins als grans cardinals: els cardinals inaccessibles, mesurables, forts, de Woodin,
supercompactes, etc. Mostrarem com es poden demostrar teoremes sobre els nombres
reals amb jocs infinits, i com I’existéncia o no de grans cardinals determina que es pot
i qué no es pot demostrar. També veurem com es poden donar situacions aparentment
paradoxals en matematiques, per exemple, com es pot trencar una esfera en 5 trossos i,
després de tornar-los a enganxar, obtenir dues esferes iguals a ’anterior. Explicarem
com es poden afegir objectes a ['univers matematic mitjancant el métode de forcing de
Cohen i, d’aquesta manera, demostrar que quelcom no es pot demostrar. Com a exem-
ple, explicarem per qué la famosa Hipotesi del Continu de Cantor, formulada el 1878,
encara no esta resolta i per qué encara no sabem quants nombres reals hi ha.

2. LU'ORIGEN DE LA TEORIA DE CONJUNTS. CANTOR

El 1874, Cantor va demostrar que el conjunt dels nombres reals algebraics és
numerable, aixo és, bijectable amb N. Els nombres reals algebraics son les solucions
reals de les equacions de la forma

a,x" + X" +a,,x"? 4+ ax+a=0

on els coeficients g, son enters. Donada una equacié com I’anterior, sigui el seu index el
nombre natural

a}’!

@ |+

a,,,2|+___+|a]]+‘au‘+n

és clar que per a cada & només hi ha un nombre finit d’equacions amb index k. Per exem-
ple, només hi ha una equacié d’index 2: x = 0, que t¢ 0 com a solucid. Quatre equacions
d’index 3: 2x =0, x+1 =0, x—1 = 0 i x> = 0, que tenen com a solucions 0, —1 i 1, etc. Per
tant, podem numerar tots els nombres algebraics d’acord amb I’index de I’equacié de la
qual son solucions, i, per a una mateixa equacio, en ordre creixent.

Aixi doncs, els conjunts dels nombres naturals, els nombres enters, els racionals i
els algebraics son tots numerables i, per tant, bijectables entre ells.
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D’altra banda, i de manera sorprenent, Cantor va demostrar que el conjunt de
punts de I’interval [0,1] no es pot numerar. Vegem-ne una demostracio senzilla:
Suposem que [0,1] i N fossin bijectables. Cada x de [0,1] té una representacio binaria,
i.e., una funcié /: N — {0,1} tal que

x= Y fir)2e

nel

Com que cada x de [0,1] t¢ com a maxim dues representacions binaries diferents,
tindriem una bijeccio F: W — {0,1}". Ara sigui f: N — {0,1} tal que

f(n) =0siinoméssi F(n)(n) =1

Aleshores, f+ F(n) per a tot n. Perd aixo és impossible, ja que qualsevol funcid
f: N - {0,1} pertany al recorregut de F.

Cantor va demostrar també que R, R” i fins i tot R™ sdn bijectables entre ells i amb
[0,1]. «Ho veig i no m’ho crec!», va escriure Cantor. Tots aquests conjunts son, per tant,
no numerables. Aixi doncs, Cantor, per primera vegada a la historia, va descobrir que hi
havia almenys dos tipus diferents d’infinit: I’infinit numerable i I’intinit no numerable.

Del 1878 al 1883 Cantor publica una serie de treballs que constitueixen [’origen
de la teoria de conjunts. Hi introdueix la nocid d’ordinal transfinit, o infinit. Quan comp-
tem amb els nombres naturals, el que fem és assignar un nombre a cada objecte que
estem comptant, i aixd ho fem de manera ordenada, respectant I’ordre dels nombres
naturals. Quan acabem de comptar, obtenim un nombre, Paltim, que ens diu quants
objectes tenim. Per0 en comptar, també estem ordenant els objectes que comptem, d’a-
cord amb I’ordre dels nombres naturals. Aixi, els nombres naturals son alhora nombres
cardinals, aix0 és, indiquen una quantitat, i nombres ordinals, és a dir, indiquen !’ordre.
Pero si volem comptar els nombres reals, haurem esgotat tots els nombres naturals abans
de comptar-los. Res no impedeix, perd, com s’adona Cantor, d’introduir-hi nombres
ordinals infinits i continuar comptant. Per a aix0, ens cal un nombre ordinal que ens indi-
qui Pordre que s’obté quan s’acaben els nombres naturals. D’aquest, Cantor en digué a.
Pertant, els nombres ordinals comencen aixi, segons Cantor:

1,2,3,4,5,6,7, ... , 0, 0+, o2, o3, ... , 02, 0 2+1, @242, ... )
-3, w3+, 0342, ... , 0% O+, . , W+, ... , P @2, e, 082, ,
P RHO; ey OF v O, coven OF iiens

Disposem ara de més nombres ordinals per continuar comptant, un cop exhaurits
els nombres naturals. Cal fer-hi, pero, una observacié important; en el cas dels nombres
infinits, les nocions d’ordinal i de cardinal no coincideixen. Per exemple, @i @ +1 sén
ordinals diferents, pero els correspon el mateix cardinal. En efecte, i @ +1 sén numera-
bles, en el sentit que si tenim dos conjunts 4 i B tals que 4 té @ elements i B en 1€ w+1,
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aleshores 4 1 B s6n bijectables amb N. De fet, tots els ordinals infinits que hem descrit s6n
numerables i els correspon, per tant, el mateix cardinal, el cardinal de N, que Cantor repre-
senta per N,.

Cantor anomena nombres de la segona classe aquells nombres ordinals infinits que
s’obtenen a partir de w mitjancant els processos d’afegir una unitat i de passar al limit, de
tal manera que el conjunt de tots els seus predecessors és un conjunt numerable. Tots els
ordinals infinits que hem descrit abans sén nombres de la segona classe. Els de la primera
classe son els nombres naturals, els ordinals finits. Cantor va descobrir, pero, que el con-
junt dels nombres de la segona classe no és numerable i que, de fet, el cardinal que li
correspon €s el segiient cardinal infinit, . Aixi tenim els dos primers cardinals infinits:
N, que és el cardinal de W i coincideix amb I"ordinal @, i N, que és el cardinal del con-
junt dels nombres de la segona classe.

Aquest procés es pot anar repetint, aixo és, podem considerar el nombre ordinal
corresponent al conjunt d’ordinals de la segona classe, que Cantor representa per @,, i
podem definir els ordinals de la tercera classe com aquells que s’obtenen mitjancant
els processos d’afegir una unitat i de passar al limit, de tal manera que el conjunt dels
seus predecessors és de cardinalitat %, aix0 és, bijectable amb el conjunt de nombres
de la segona classe. Al conjunt dels ordinals de la tercera classe correspon el segiient
cardinal infinit ¥,, etc. D’aquesta manera s’obtenen els cardinals transfinits:

1Y 5 bl
B, 58 By e B sy Mo gonmmnens ooy, mses

on per a cada ordinal ¢ tenim un cardinal N,

L’any 1885 Cantor va sofrir la seva primera crisi mental, deguda sobretot als
atacs de Leopold Kronecker (1823-1891) a la nova teoria de conjunts, i als seus intents
d’impedir que Cantor publiqués els seus treballs. A aquesta crisi, hi contribuiren també,
sens dubte, els intents infructuosos de Cantor de resoldre la Hipotesi del Continu, hipd-
tesi que havia formulat ja el 1878 i que diu que qualsevol conjunt infinit de nombres
reals €s o bé numerable o bé bijectable amb el continu R. Com a pas previ, Cantor havia
conjecturat i intentat demostrar que qualsevol conjunt, i en particular el conjunt dels
nombres reals, és ben ordenat, aixo ¢s, es pot ordenar totalment, de tal manera que qual-
sevol subconjunt no buit té un element minim. Aquest es coneix com el Principi del Bon
Ordre. Qualsevol conjunt ben ordenat es pot comptar, és a dir, es pot bijectar amb un
segment inicial dels nombres ordinals. Si acceptem aquest principi, la Hipotesi del
Continu diu que el conjunt dels ordinals menors a @, és bijectable amb el conjunt dels
nombres reals o, en altres paraules, que la cardinalitat de R és la menor possible, aixo és,
N,. Hilbert va posar la Hipotesi del Continu en el primer lloc de la seva famosa llista de
problemes de [’any 1900,
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3. LES PARADOXES

El 1895, Cantor publica el primer volum del seu treball Contribucions a la fona-
mentacio de la teoria de conjunts transfinita, i el 1897, el segon, on desenvolupa la teo-
ria general de conjunts i hi exposa tota la teoria dels ordinals i cardinals transfinits.
Perd el mateix any 1897 Cesare Burali-Forti (1861-1931) publica una paradoxa de la
teoria de conjunts, que ja coneixia Cantor. Aquesta apareix en considerar el conjunt OR
de tots els nombres ordinals. A aquest conjunt correspon un nombre ordinal que hauria de
ser un membre d’OR i alhora més gran que tots els membres d’OR. En una carta a
Dedekind, del 1899, Cantor soluciona la paradoxa distingint entre el que anomena mul-
tiplicitats consistents, que sén els conjunts, i multiplicitats inconsistents, com la classe
de tots els ordinals, que duen a inconsisténcies o paradoxes si es consideren com un
conjunt.

Que la nocid de conjunt arbitrari és problematica es posa de manifest el 1902, amb
la famosa paradoxa de Bertrand Russell (1872-1970): sigui 4 el conjunt de tots aquells
conjunts que no son elements d’ells mateixos. Aleshores, si 4 pertany a 4, A no pertany a
A,1si A no pertany a 4, A pertany a A. La conclusié és que A4 no pot ser, doncs, un conjunt.

Se segueix que el conjunt de tots els ordinals, el conjunt de tots els conjunts
gue no es pertanyen a ells mateixos, o el conjunt universal, o conjunt de tots els con-
junts, no existeixen!

Es clar, doncs, que calia establir de manera precisa quins son els criteris de for-
macié de conjunts arbitraris. Calia una axiomatitzacio de la teoria de conjunts per tal
d’evitar les paradoxes o contradiccions derivades de considerar multiplicitats inconsis-
tents com a conjunts. «Ningl no sera capag d’expulsar-nos del paradis que Cantor va
crear per a nosaltres», digué Hilbert en la seva conferéncia de 1925.

4. LA TEORIA AXIOMATICA DE CONJUNTS

La primera axiomatitzacié de la teoria de conjunts fou proposada per Ernst
Zermelo (1871-1953), publicada el 1908. Zermelo ja havia demostrat el Principi del Bon
Ordre de Cantor, utilitzant el que es coneix com |’ Axioma d’Eleccio, axioma que, de fet,
¢s equivalent al Principi del Bon Ordre.

L’axiomatitzacio de Zermelo fou posteriorment millorada per A. Thoralf Skolem
(1867-1963) i A. Abraham H. Fraenkel (1891-1965) i ha esdevingut el que es coneix com
a teoria de conjunts de Zermelo-Fraenkel (ZF), amb I’ Axioma d’Eleccié (Choice), o ZFC.

Els axiomes de ZFC es poden veure com una descripcié de I'univers de tots els
conjunts purs. Aquest univers forma una jerarquia ben ordenada i cumulativa, indexada
pels nombres ordinals, comengant amb el 0. Aixo és, sigui
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V, = 0, el conjunt buit.
Vo1 = P(V,), el conjunt de tots els subconjunts de V..
V= U Vs la unio de tots els Vy, B menor que A, si A és un ordinal limit.

p<h
L’univers de tots els conjunts és la unid de tots els ¥

V:U Ve

aeOR

Els axiomes de ZFC so6n els segiients:

(1) Extensionalitat. Si dos conjunts tenen els mateixos elements son iguals.

(2) Poténcia. Donat un conjunt x, hi ha un conjunt P¢x) que té com a elements
tots els subconjunts de x.

(3) Uni6. Donat un conjunt x, hi ha un conjunt Ux que té com a elements tots els
elements dels elements de x.

(4) Infinitud. Hi ha un conjunt infinit.

(5) Axioma de substitucio. Tota funcio definible que té com a domini un conjunt,
el seu recorregut també és un conjunt.

(6) Regularitat. Tot conjunt pertany a V.

(7) Axioma d’eleccid (AC). El Principi del Bon Ordre, aix0 és, qualsevol conjunt
es pot ordenar bé.

Els axiomes de ZFC estan especialment dissenyats per construir V. Per exemple,
I’axioma de substitucié serveix per poder continuar en els estadis A limit, aixo és, per
posar junts en un conjunt tots els V;, S menor que A, per tal de poder aplicar I’axioma de
la unié i aixi obtenir ¥;. En ZFC, els ordinals s’identifiquen, segons la definicié de John
Von Neumann (1903-1957), amb el conjunt dels seus predecessors. Aixi, 0 =@, | =
{0},..n+1=nuin},..,ow=10,1,23,.} at1=au{a}, etc. Els nombres cardi-
nals s6n aquells ordinals que no son bijectables amb cap dels seus elements. Aixi, &, =
0,8, = 0, 8, = @,...., N, = U, X ete. AC afirma que qualsevol conjunt 4 es pot
ordenar be i €s, per tant, bijectable amb un cardinal.

En la teoria axiomatica de conjunts, aquests axiomes es formulen de manera pre-
cisa utilitzant el llenguatge formal de la logica de primer ordre amb un tnic simbol no
logic, el simbol €, que representa la relacio de pertinenca. Per exemple, en aquest Ilen-
guatge formal, ['axioma d’extensionalitat s’escriu aixi:

VxVy(Vz(sz «—»zEy) —*x:y)

Aquesta formalitzacio és especialment necessaria per poder formular correcta-
ment 1’axioma de substitucio, ja que cal precisar qué entenem per definible. El que
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entenem és: «definible per mitja d’una férmula del llenguatge formal». Aixi tenim
infinits axiomes de substitucid, un per a cada férmula del llenguatge formal.

5. LA TEORIA DE CONJUNTS | LA FONAMENTACIO DE LA MATEMATICA

ZFC permet no solament desenvolupar tota la teoria dels nombres transfinits de
Cantor sind que, com a teoria maximament general i abstracta, basada en la noci¢ fona-
mental de conjunt arbitrari, permet desenvolupar tota la matematica classica. Aixd vol dir
que tots els objectes matematics es poden veure com a conjunts, i que tots els teoremes
matematics es poden demostrar a partir de ZFC mitjancant les regles logiques de demos-
tracio usuals, que son formalitzables en el llenguatge formal de la teoria de conjunts.

Els nombres naturals sén els ordinals finits. Les relacions binaries en un conjunt
s’identifiquen amb conjunts de parells ordenats d’elements del conjunt. Per exemple, la
relacié de divisibilitat entre nombres naturals s’identifica amb el conjunt de tots els
parells ordenats {(m, n) de nombres naturals en els quals m divideix . El parell ordenat
{m, n) no és res més que el conjunt {{m}, {m, n}}. Els nombres enters es construeixen
com a classes d’equivaléncia de parells ordenats de nombres naturals, i els racionals com
classes d’equivaléncia de parells ordenats d’enters. Els nombres reals no sén res més que
talls de Dedekind, que sén conjunts no buits i afitats de racionals tancats sota predeces-
sors. Les funcions #-dries no sén res més que un tipus especial de relacions # + 1-aries,
on identifiquem la funcié famb el conjunt de n + I-tuples ordenades (x,,..., x,,) tals
que f({x},.., X,») = ». Un espai topologic X no és res més que un conjunt amb una topo-
logia, que €s un conjunt de subconjunts de X tancat sota unions arbitraries i intersec-
cions finites, etc.

Prenem qualsevol teorema classic, per exemple, el teorema de Bolzano, que diu
que si g < b sén nombres reals, /' [a.b] - R és continua, i f(a) < 0 < f(b), llavors exis-
teix un c€ (a,b) tal que f(c) = 0. Acabem d’observar que tots els objectes matematics que
apareixen en aquest teorema es poden veure com a conjunts, i les propietats basiques
d’aquests objectes es poden demostrar formalment a partir de ZFC, per exemple, la con-
tinuitat dels nombres reals. Aleshores, la demostracié usual del teorema es pot veure
com una demostracié formal, amb ’aplicacio de les regles de la logica de primer ordre,
a partir de ZFC. Per descomptat, escriure la demostracio completa fent servir el llengua-
ge formal és alhora dificil i desaconsellable per raons practiques, ja que la demostracio
seria no solament llarguissima sind intuitivament incomprensible. El que és important,
pero, és veure que, en principi, aixd €s possible.

El fet que tota la matematica classica es pugui formular i desenvolupar dins de la
teoria de conjunts axiomatica de ZFC fa possible la metamatematica, que és I’estudi
matematic de la matematica mateixa. Qilestions com la demostracid matematica de la
possibilitat o impossibilitat de demostrar o no un enunciat matematic ara tenen ple sen-
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tit, si entenem com a enunciat matematic un enunciat del llenguatge formal de Ia teoria
de conjunts, i com a demostracié matematica una demostracié formal a partir de ZFC.

6. ENUNCIATS INDECIDIBLES. ELS TEOREMES D'INCOMPLETESA DE GODEL

Sigui ¢ un enunciat matematic, ens podem preguntar si ¢ és vertader o no. Pero
en matematiques, veriader vol dir demostrable. La veritat d’un enunciat matematic
s’estableix amb una demostracioé a partir de principis basics o axiomes. Com podem
saber, doncs, si @ és demostrable? Si existeix una demostracié de ¢, caldra trobar-la.
Pero, i si no existeix? Com podem saber que no existeix una demostracié de ¢? Una
manera seria trobant una demostracio de la negacié de ¢. Aixo ens diria que no hi pot
haver cap demostracio de ¢, si no és que la matematica fos inconsistent! Pero, i si la
negacio de ¢ tampoc no fos demostrable? Aleshores @ seria indecidible o independent
dels axiomes.

Godel va demostrar el 1931 els seus famosos teoremes d’incompletesa. El primer
diu que en qualsevol sistema formal consistent que permeti desenvolupar ’aritmética
basica hi ha enunciats indecidibles, enunciats que ni ells ni la seva negacio no sén
demostrables en el sistema. En particular, hi ha enunciats del llenguatge formal de la teo-
ria de conjunts que no son ni demostrables ni refutables a partir dels axiomes de ZFC,
suposant, €s clar, que ZFC sigui consistent.

Es consistent ZFC? El segon teorema d’incompletesa de Godel, encara més sor-
prenent que el primer, ens diu que en qualsevol sistema formal consistent que permeti
desenvolupar I’aritmética basica, un dels enunciats indecidibles és precisament 1’enun-
ciat que afirma la propia consisténcia del sistema. Per tant, si ZFC és consistent, alesho-
res no podem demostrar la seva consisténcia a partir dels axiomes de ZFC. L’enunciat
que afirma la consisténcia de ZFC, diguem-ne CON(ZFC), és:

0=1 no és demostrable en ZFC

Aquest és un enunciat aritmetic, ja que diu que la successio de simbols 0 = 1 no és
I’tltim pas de cap demostracio a partir de ZFC, i tant els simbols com els enunciats i les
demostracions es poden codificar facilment mitjangant successions finites de nombres
naturals. Per tant, la conclusié és que, en qualsevol teoria formal axiomatica que contin-
gui ZI'C i sigui consistent, sempre hi haura enunciats artimétics indecidibles.

ZFC és acceptat actualment com el sistema formal estandard en el qual es desen-
volupa la matematica. Aixo vol dir que un enunciat matematic és un teorema, és verta-
der si és demostrable en ZFC. Pero, qué passa amb els enunciats indecidibles? Si tots els
enunciats indecidibles fossin del tipus CON(ZFC) probablement aixo no ens preocupa-
ria gaire, ja que sembla que no afecten directament els tipus de problemes matematics
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que hom considera habitualment. Pero, per bé o per mal, aixo no €s aixi. Com veurem
més endavant, hi ha molts enunciats matematics naturals que son indecidibles en ZFC.

Davant un enunciat matematic, tenim tres possibilitats: que sigui demostrable en
ZFC, que la seva negacio sigui demostrable en ZFC, o que sigui indecidible en ZFC.
Perd, com es fa per veure que un enunciat matematic és indecidible? Aixo és possible gra-
cies al fet que ZFC és una teoria formal de primer ordre, i el teorema de completesa de la
logica de primer ordre de Gadel ens diu que per veure que un enunciat ¢ no és demostra-
ble en ZFC n’hi ha prou de trobar un model de ZFC on ¢ és fals. Un model M de ZFC és
un parell ordenat (M, E,,) on M és un conjunt no buit, £, és una relacio binaria en M, i tots
els axiomes de ZFC son vertaders en (M, E,,, interpretant els elements de M com a con-
junts i £, com la relacio de pertinenga. Per tant, si podem trobar models A i N de ZFC en
els quals @ és vertader en Mi fals en N, voldra dir que ¢ és indecidible.

Cal observar que una conseqiiencia del segon teorema d’incompletesa de Godel
és que no és possible demostrar en ZFC I'existéncia d’un model de ZFC, ja que I'exis-
téncia d’un model de ZFC equival a la consisténcia de ZFC. Per tant, quan parlem de
models de ZFC estem suposant que ZFC és consistent. El teorema de completesa diu,
precisament, que ZI'C és consistent si, i només si, té un model.

Un dels resultats més sorprenents de la matematica del segle XX és que la
Hipotesi del Continu de Cantor é€s indecidible.

7. LA HIPOTESI DEL CONTINU |

Recordem que la Hipdtesi del Continu diu que qualsevol conjunt infinit de nom-
bres reals o bé és numerable o bé és bijectable amb R. En ZFC, com que tenim el
Principi del Bon Ordre com a axioma, la Hipotesi del Continu és equivalent a afirmar
que la cardinalitat de R és .

El 1938, Gddel va construir un model de ZFC en queé val la Hipotesi del Continu.
Aquest és 'anomenat Univers construible de Gédel 1 es representa amb la lletra L. L es
construeix com ¥, pero aixi com per passar de ¥, a V., preniem tofs els subconjunts de
V., per passar de L, a L,,, només prenem aquells subconjunts de 7, que son definibles
en L. Per construir L no cal fer Gs de I’ Axioma d’Eleccio (AC), perd un cop construit es
pot comprovar que AC val a L. Aixd mostra, doncs, que si ZF és consistent, ZFC també
ho és, i que, per tant, podem fer servir AC sense por d’introduir cap contradiccio a ZF.
Que la Hipotesi del Continu valgui a L és una conseqiiencia del fet que a L pertanyen
nomes els conjunts estrictament necessaris i, per tant, essent el model de ZFC més petit
possible, la cardinalitat de R hi €s també la menor possible, .

Com que la Hipotesi del Continu val a L, i L és un model de ZFC, no es pot
demostrar en ZFC la negacio de la Hipotesi del Continu, ja que si aixo fos possible, la
Hipotesi del Continu seria falsa en tots els models de ZFC.
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Després del resultat de Gadel, i davant dels repetits intents infructuosos de
demostrar la Hipotesi del Continu en ZFC, va anar prenent forga la idea que potser era
indecidible. El que calia era trobar una manera de construir un model de ZFC on la
Hipotesi del Continu fos falsa. Aixo ho aconsegui 25 anys després Paul J. Cohen (nascut
el 1934), amb un nou metode revolucionari, el forcing, per al qual li fou concedida la
medalla Fields.

8. EL FORCING

La técnica del forcing, inventada per Cohen, és un métode de construccid de
models de ZFC extraordinariament flexible. Permet construir models amb les propietats
més diverses i amb un gran control dels enunciats que acabaran sent vertaders en el
model que es construeix, demostrant, d’aquesta manera, la consisténcia i la indecidibili-
tat de molts enunciats matematics. De manera semblant a com es passa d’un cos K auna
extensio algebraica K[a], per exemple, del cos dels racionals Q al cos Q[V2], aixi es
passa d’un model M de ZFC a una extensié de forcing M[G]. Tot i I'analogia, pero, les
diferéncies son enormes. El métode de forcing és d’una extraordinaria sofisticacié i com-
plexitat técnica, en qué intervenen tant aspectes combinatoris o topologics, com logics i
metamatematics. Per donar-ne una petita idea, considerem el cas en qué volem obtenir,
partint d’'un model A, una extensié de forcing on no valgui la Hipotesi del Continu.
Haurem d’afegir a M, doncs, almenys N, nombres reals nous. El primer problema que
tenim és que, com que M és un model de ZFC, no podem demostrar en ZFC que hi hagi
nombres reals que no estiguin ja a M. D’on els traiem, doncs, els reals nous que volem
afegir-hi? Per simplificar el problema, suposem de moment que només volem afegir-hi
un real nou i, per simplificar-ho encara més, que el que volem afegir-hi és la seva repre-
sentacio binaria, una successi¢ infinita de zeros i uns. La idea és treballar amb el conjunt
d’aproximacions finites a la successi6 infinita de zeros i uns que volem afegir-hi.
Ordenant les successions finites de manera natural, el que tenim és I’arbre binari complet,
1la successio infinita que volem afegir-hi no ¢és res més que una branca infinita d’aquest
arbre. La qliestio és trobar una branca que no pertanyi a M. Aixd ocorrera si la branca és
el que s’anomena genérica sobre M, que vol dir que interseca tots els conjunts densos i
oberts de I’arbre binari, amb la topologia de I’ordre, que pertanyen a M. Pero, com
podem trobar una branca genérica sobre M? La resposta és que n’hi haura si M és nume-
rable! Perd com pot ser M numerable si és un model de ZFC, i en ZFC hem demostrat
que hi ha conjunts no numerables, com el conjunt dels nombres reals? La resposta ens
la déna el teorema de Léwenheim-Skolem, que diu que per a qualsevol model M de
ZFC n’hi ha un altre NcM que és numerable i que satisfi exactament els mateixos
enunciats. Per tant, podem suposar que M és numerable, i prenem una branca b de I’ar-
bre binari que sigui genérica sobre M. El model resultant M[5] continua sent un model
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de ZFC i conté els mateixos ordinals que M. Comprovar tot aixo no és gens trivial, i per
fer-ho cal fer servir la relacio de forcing, representada per |F, establerta entre les aproxi-
macions a la branca genérica b i les formules del llenguatge de Ia teoria de conjunts,
ampliat amb noms per als elements de I’extensio genérica M|[b]. El Teorema de forcing
diu que un enunciat ¢ val en M[5] si i només si hi ha una aproximacio finita p c & tal que
p lF@. Pero, per fer que la Hipotesi del Continu falli, cal afegir-hi almenys X, noves
branques generiques sobre M. Aixo es fa de manera semblant, perd simultaniament amb
¥, copies de I’arbre binari complet. Hi ha una altima dificultat, i és que ens hem d’asse-
gurar que en afegir-hi les noves N, branques, el cardinal X, de M continuara sent el ¥,
de I’extensi6 generica. Podria passar, i de fet passa molt sovint, que alguns cardinals del
model base M ja no son cardinals en I’extensio generica. Afortunadament, en aquest cas
aix0 no passa, a causa de les propietats topologiques de ’arbre binari. Perd per compro-
var-ho cal altra vegada fer Us de la relacid de forcing IF.

La Hipatesi del Continu val en el model L de Gddel, i no val en el model construit
per Cohen. Per tant, és independent de ZFC.

La tecnica de forcing permet afegir a un model M numerable de ZFC gairebé qual-
sevol tipus d’objecte. A més, el procés es pot iterar i aixi obtenir extensions generiques
successives. D’aquesta manera es poden construir models de ZFC amb propietats molt
diverses, i es pot demostrar la independéncia de ZFC d’un gran nombre d’enunciats
matematics. L’allau de resultats d’independéncia obtinguts amb el forcing durants els
anys seixanta i setanta van posar de manifest la insuficiencia de ZFC per respondre mol-
tes qliestions matematiques fonamentals. Calia, doncs, trobar axiomes nous que, afegits a
ZFC, permetessin resoldre totes aquestes gliestions.

9. GRANS CARDINALS

Com ja hem vist al comengament, |’univers de tots els conjunts }es defineix com
la unio de la successio transfinita dels V. Ja hem vist que ¥ no pot ser un conjunt, per-
que aleshores apareix la paradoxa de Russell. Pero si V fos un conjunt, aleshores li
correspondria un ordinal, k; que de fet coincidiria amb el x-éssim cardinal ¥,. A més, V,
seria un model de ZFC. Es clar que no podem demostrar en ZFC que hi hagi un & amb
aquestes propietats, ja que, com que ¥, és un model de ZFC, hauriem demostrat en ZFC
que ZFC té un model i que, per tant, és consistent, i aixd ja hem vist que és impossible
pel segon teorema d’incompletesa de Gddel. Per qué, doncs, no afegim a ZFC ’axioma
que diu que hi ha un cardinal k que €és el x-éssim cardinal i tal que F_ és un model de
ZFC7

Aquest axioma fou proposat el 1930 per Waclaw Sierpinski (1882-1969) i Alfred
Tarski (1902-1983), i és el primer dels axiomes de grans cardinals. )’un cardinal kamb
les propietats esmentades se’n diu inaccessible.
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Altres axiomes d’existéncia de grans cardinals, molt més potents que els inacces-
sibles, varen anar apareixent successivament al llarg del segle xx. Els més importants, els
cardinals mesurables, foren descoberts, també el 1930, per Stanislaw M. Ulam (1909-
1984), descobridor també, d’altra banda, del métode d’ignicid de la bomba d’hidrogen,
com a conseqiiéncia dels seus treballs sobre extensions de la mesura de Lebesgue.

10. CONJUNTS MESURABLES

Recordem que un conjunt de nombres reals és Borel si es pot obtenir a partir dels
conjunts oberts, prenent complements i interseccions numerables. Recordem també que
un conjunt de nombres reals 4 té mesura zero, o és nul, si per a qualsevol £> 0 hi ha una
successié d’intervals oberts {7,}, tal que AcU, /, i Y |1| <e. A és Lebesgue mesurable si
és gairebé un conjunt Borel, aixo és, si difereix d’un conjunt Borel en un conjunt de mesu-
ra zero. A cada conjunt mesurable 4 correspon un nombre u(A4)€ [0, =], la seva mesura,
que és invariant per traslacié i és o-additiva, aixo és, la mesura d’una uni6 numerable de
conjunts mesurables i disjunts dos a dos és la suma de les mesures dels conjunts. A més, la
mesura d’un interval €s la seva longitud.

En ZFC es pot demostrar I’existéncia de conjunts de nombres reals que no son
Lebesgue mesurables. Per exemple, el conjunt descobert el 1905 per Giuseppe Vitali (1875-
1932): sigui 4 un subconjunt maximal de [0,1] amb la propietat que per a qualsevol x, y € 4
diferents, x — ¥ no és racional. L’existéncia d’4 la garanteix ’axioma d’eleccio. Per veure
que 4 no és mesurable, per a cada racional p, considerem el conjunt 4,= {x+p: x € 4}. Tots
aquests conjunts son disjunts dos a dos. Sigui B la unié de tots els 4, on p €s un racional de
I"interval [-1,1]. 4 no pot tenir mesura zero, ja que aleshores B tindria mesura zero, i aixo €s
impossible perqué [0,1]< B. D’altra banda, 4 tampoc no pot tenir mesura positiva, ja que
aleshores B tindria mesura infinita, i aix0d no pot ser perqué Bc [-1, 2].

Trivialment, tots els conjunts Borel sén mesurables, i el 1917 Lusin va demostrar
que totes les imatges continues de conjunts Borel, els anomenats conjunts analitics, també
son mesurables. Com que si un conjunt és mesurable també ho és el seu complement, tots
els complements de conjunts analitics, els anomenats conjunts coanalitics, son també
mesurables. La pregunta natural és, doncs, si les imatges continues dels conjunts coa-
nalitics, els anomenats conjunts 2.1, sén també mesurables. Perd la resposta és inde-
cidible en ZFC! En L hi ha conjunts 2.} que no sén mesurables, i amb forcing es
poden construir models on tots els conjunts Y.} son mesurables.

[existéncia de conjunts que no son Lebesgue mesurables és deguda al fet que la
mesura de Lebesgue és invariant per traslacio. De fet, no hi pot haver cap mesura que
estengui la mesura de Lebesgue, sigui o-additiva i invariant per traslacio i que mesuri tots
els conjunts de nombres reals. La qiiestio de si hi pot haver alguna mesura que estengui la
mesura de Lebesgue, que sigui o-additiva i que mesuri tots els subconjunts d’algun con-
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junt 4, es coneix com el problema de la mesura. Ulam va demostrar el 1930 que si exis-
tia un conjunt 4 amb una mesura com aquesta, aleshores o bé la cardinalitat de R era
immensa, o bé existia un cardinal x anomenat mesurable, que és inaccessible 1, de fet,
molt més que inaccessible, és el x-éssim inaccessible, etc. L’existéncia de cardinals
mesurables no és, doncs, demostrable en ZFC, fins i tot si hi afegim I’axioma d’existén-
cia de cardinals inaccessibles.

11. CARDINALS MES GRANS

Després dels resultats d’independéncia arran de la invencio del forcing, es va inten-
tar descobrir si els axiomes de grans cardinals permetien decidir algunes de les giiestions
que eren indecidibles en ZFC. Ben aviat es va veure que els axiomes de grans cardinals no
permetien dir res de nou sobre la cardinalitat de R i, per tant, no resolien la Hipotesi del
Continu. Pero, sorprenentment, Robert M. Solovay va demostrar el 1969 que si existeix un
cardinal mesurable, aleshores tots els conjunts Zé de nombres reals son Lebesgue mesura-
bles. El que és sorprenent és que els cardinals mesurables, tan allunyats dels nombres reals
en I'univers ¥, tinguin tanta influencia sobre les propietats basiques dels nombres reals.

Durant els anys setanta es van proposar nous axiomes de grans cardinals encara
molt més forts que I’axioma d’existéncia de cardinals mesurables. Curiosament, 1’exis-
téncia d’un cardinal mesurable és equivalent a I’existéncia d’una immersié elemental
(diferent de la identitat) de ['univers J en un subunivers M. Aix0 és, una funcio

JiV—=»M

que respecta tots els enunciats, i.e., si x és un conjunt i P una propietat definible en el
llenguatge formal de la teoria de conjunts, aleshores x t¢ la propietat P en V si i només si
Jj(x) té la propietat P en M. El cardinal mesurable és I’anomenat pusnt critic de la immer-
sig, aixo €s, el primer ordinal x tal que j(x)# k. Un resultat famos de Kenneth Kunen de
1971 diu que no hi pot haver cap immersio elemental de Fen V. Perd exigint que M sigui
molt semblant a V's’obtenen axiomes de grans cardinals més i més forts. Per exemple, si
demanem que per a cada ordinal ¢ hi hagi una immersio elemental 7 : ¥ — M amb punt
critic kiamb J,c M, K és el que s’anomena un cardinal forz. Si exigim que per a cada e hi
hagi una immersio elemental j : 77— M amb punt critic K1 amb totes les succesions de lon-
gitud o d’elements de J contingudes en M, K és el que s’anomena un cardinal supercom-
pacte, ete. Lexisténcia d’un cardinal supercompacte implica I’existéncia de molts cardi-
nals forts més petits que ell, i I’existéncia d’un cardinal fort I’existéncia de molts cardinals
mesurables més petits que ell.

Quin efectes té I'existéncia de cardinals molt grans, com els supercompactes,
sobre gliestions com la mesurabilitat de Lebesgue de conjunts de nombres reals?
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12. LA PARADOXA DE BANACH-TARSKI

L’any 1924, Stefan Banach (1892-1945) i Alfred Tarski, basant-se en un teorema
de Félix Hausdorff (1868-1942) de 1914, van demostrar el teorema seglient, conegut
com la Paradoxa de Banach-Tarski:

Hi ha una particié de la bola unitat B de R, en 5 peces By, ..., B, i hi ha isome-
tries Py, . Py - B — R tals que

B=P0[Bo] U pl[Bl] U 92[32] ZPJ{BBJ U pal 41

En altres paraules, es pot partir la bola unitat en 5 peces de tal manera que després
de tornar-les a enganxar tenim dues boles iguals a la primera (!). De fet, a partir de dos
subconjunts afitats 4 1 B amb interior no buit, de I’espai tridimensional R?, es pot partir
A en un nombre finit de peces i reordenar-les mitjangant moviments rigids, de tal mane-
ra que formin B. Com és possible que aixd es pugui fer? No és clarament fals? La rad
que es pugui fer és que no totes les peces sén Lebesgue mesurables! En la definicid de
les peces s’utilitza de manera essencial AC. El teorema de Banach-Tarski és potser la
conseqiiéncia més antiintuitiva d’AC. Tot i aixd, aquest axioma continua tenint un paper
fonamental i (gairebé) universalment acceptat per la comunitat matematica. Una gran
part de la matematica actual seria impossible sense I’axioma d’eleccio. Les conseqiien-
cies antiintuitives d’AC sén degudes al fet que I’axioma afirma I’existéncia de conjunts
que no son explicitament definibles. Per exemple, afirma que existeix un bon ordre de R,
perd, quin és aquest ordre? Es pot definir d’alguna manera? AC ens permet partir B en
peces no mesurables. Pero, com son aquestes peces? Les podem definir explicitament?
Com veurem, la resposta és que no, si existeixen cardinals supercompactes!

13. DETERMINACIO

Una manera eficient de demostrar que un conjunt de nombres reals t€ una certa
propietat €s jugant jocs infinits. A partir d’4 < [0, 1], podem jugar al segiient joc infinit
associat a A4: hi ha dos jugadors, Adam i Eva, que tiren de manera alternada », €{0,1}.
Adam tita n, llavors Eva tira n,, seguidament Adam tira 7,, i aixi successivament. Una
partida té aquest aspecte:

Adam u 7, 1, "y Hay

Eva I n, 1y Pl
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Al final de la partida, els jugadors han produit una successio infinita r,, n,, #,,...
de zeros i uns. Adam guanya el joc si

i Jered

i=0

I Eva guanya en cas contrari.

El joc esta determinat si un dels dos jugadors té una estratégia guanyadora. Es a
dir, si hi ha una funcid f'que assigna 0 o 1 a cada successio finita de zeros i uns, de tal
manera que si un dels jugadors, diguem Eva, juga d’acord amb aquesta funci6 tira sem-
pre /(1. ny,..., ) en el k-&ssim torn, aleshores guanya el joc, independentment d’alld
que tiri Adam. Diem que el conjunt 4 esta determinat si ho esta el joc associat a A.

En ZFC es pot demostrar que hi ha conjunts que no estan determinats. Perd
Donald Martin va demostrar, el 1975, que qualsevol conjunt Borel estd determinat, i si
existeix un cardinal mesurable, aleshores qualsevol conjunt analitic esta determinat.

14. ELS CONJUNTS PROJECTIUS | LA TEORIA DESCRIPTIVA
DE CONJUNTS

Els conjunts projectius de nombres reals son aquells que s’obtenen a partir dels
conjunts Borel amb complements i imatges continues. Els conjunts analitics, els coanali-
tics i els 22} son, doncs, projectius. Els conjunts projectius formen una jerarquia de com-
plexitat creixent, d’acord amb el nombre de passos que cal fer per obtenir-los a partir
dels conjunts Borel. L’estudi de les propietats dels conjunts projectius, com la mesurabi-
litat de Lebesgue, constitueix el nucli del que s’anomena feoria descriptiva de conjunts.
Si volem demostrar que els conjunts de nombres reals tenen una certa propietat, podem
fer-ho demostrant-ho primer per als conjunts Borel, després per als analitics, després per
als coanalitics, després per als 2.,, etc. Fins que es demostri per a tots els projectius.
Com que tots els conjunts de nombres reals que apareixen normalment en la practica
matematica son projectius, poder demostrar que tenen certes propietats €s de gran inte-
rés. A més, tots els resultats sobre conjunts projectius de nombres reals tenen una tra-
duccié immediata a conjunts projectius en qualsevol espai polonés (separable i comple-
tament metritzable), com R", C, espais de Banach separables, etc.

Durant els anys seixanta i setanta es van demostrar un seguit de resultats que
mostraven que practicament qualsevol tipus de propietat que tenen els conjunts Borel
també la tenen tots els conjunts projectius, suposant que tots els conjunts projectius esti-
guin determinats. Aixi, la determinacié dels conjunts projectius, tot i que no es pot
demostrar en ZFC, constitueix un excel-lent candidat com a nou axioma de la teoria de
conjunts, ja que resol de manera satisfactoria practicament qualsevol qiiestié sobre les
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propietats dels conjunts projectius. Per exemple, si tot conjunt projectiu esta determinat,
aleshores tots els conjunts projectius sén Lebesgue mesurables, no hi ha cap bon ordre
projectiu dels nombres reals, i si son no numerables son bijectables amb R.

[’axioma que diu que tots els conjunts projectius estan determinats es coneix amb
el nom de Determinacic Projectiva (PD). PD implica, doncs, que no hi ha cap contrae-
xemple projectiu a la Hipdtesi del Continu, que qualsevol conjunt projectiu €s Lebesgue
mesurable, i que, per tant, les peces en qué es parteix I’esfera en el teorema de Banach-
Tarski no poden ser totes projectives. PD esta considerat com un axioma alhora natural 1
extremadament 1til per resoldre giiestions sobre els conjunts projectius. De fet, W. Hugh
Woodin ha demostrat que, en un cert sentit, PD respon totes les qliestions sobre els con-
junts projectius.

Un dels més grans i sorprenents avengos recents de la teoria de conjunts ha estat
la demostracié que PD se segueix de I’existéncia de grans cardinals. Donald Martin i
John Steel van demostrar el 1988 que si existeixen infinits cardinals de Woodin, els
quals es troben entre els cardinals forts i els supercompactes, aleshores PD val. Mes
encara, W. Hugh Woodin va demostrar que si existeixen infinits cardinals de Woodin i
un cardinal mesurable més gran que tots ells, aleshores no només els conjunts projectius
sind tots els conjunts de reals que s6n definibles a partir dels nombres reals i els ordinals
estan determinats. I també va demostrar que I’existéncia d’infinits cardinals de Woodin
és una hipotesi necessaria per obtenir la consisténcia de PD. Aquests resultats mostren
que els axiomes de grans cardinals, almenys ’existéncia d’un nombre infinit de cardi-
nals de Woodin, sén axiomes alhora naturals i raonables, que decideixen la majoria de
les qgiiestions relatives als conjunts definibles de nombres reals.

Tot i Iéxit enorme dels axiomes de grans cardinals per decidir qiiestions sobre els
conjunts definibles de nombres reals, i moltes altres giiestions en altres arees de la mate-
matica, hi ha moltes preguntes fonamentals que els axiomes de grans cardinals no poden
resoldre. La més important és la Hipotesi del Continu.

15. AXIOMES DE FORCING

A part de la Hipotesi del Continu i del problema de la mesura, un altre problema
central per al desenvolupament de la teoria de conjunts ha estat la Hipotesi de Suslin.
Cantor havia demostrat que qualsevol ordre lineal S dens, sense punts extrems, separable i
complet és isomorf a la recta real. Mikhail Y. Suslin (1894-1919) va conjecturar que si en
lloc de suposar que S és separable suposem que és cce, aixo és, que qualsevol col-leccio
dijunta d’intervals oberts de S és numerable, aleshores S és també isomorf a R. Ronald
Jensen va demostrar el 1968 que la Hipotesi de Suslin falla a L. D’altra banda, Robert M.
Solovay i Stanley Tennenbaum van construir el 1971 amb forcing un model on val la
Hipotesi de Suslin, i van demostrar aixi que és indecidible en ZFC. A partir de la construc-
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cio del model de Solovay i Tennenbaum, on val la Hipotesi de Suslin, Donald A. Martin va
aillar un nou principi conegut com I’ Axioma de Martin (MA). Aquest principi ¢s equiva-
lent a la segiient generalitzacio natural del Teorema de Categoria de Baire 1 diu que:

En qualsevol espai compacte Hausdor(f i ccc, la interseccio de W, conjunts den-
sos [ oberts és densa.

Es facil de veure que MA implica la negacio de la Hipotesi del Continu. MA s’ha
utilitzat amb gran éxit per resoldre moltes qiiestions indecidibles en ZFC. Per exemple,
implica la Hipotesi de Suslin i que qualsevol conjunt >} de nombres reals és Lebesgue
mesurable. Tot i aixd, MA ha estat considerat com un principi til per demostrar que
determinats enunciats eren consistents amb ZFC, perd no pas com un axioma.

Com a culminacio d’un seguit de generalitzacions cada vegada més fortes de MA
introduides durant els anys setanta i vuitanta, Matthew Foreman, Menachem Magidor i
Saharon Shelah van descobrir el 1988 la versié més forta possible de MA, I’anomenat
Axioma de Martin Maxim (MM), i van demostrar que era consistent amb ZFC, suposant
que ho fos I’existéncia d’un cardinal supercompacte. MM es formula com MA, pero per
a espais que tenen una propietat anomenada de preservacio de conjunts estacionaris. El
més sorprenent i interessant és que van demostrar que MM implica que la cardinalitat de
R és N,!

La pregunta és: fins a quin punt MA i MM son axiomes naturals de la teoria de
conjunts i no només principis Utils per obtenir resultats de consisténcia amb els axiomes
de ZFC? D’entrada, no semblen pas principis evidents o naturals, en el mateix sentit que
ho son els axiomes de grans cardinals.

16. ABSOLUTESA GENERICA

El métode de forcing permet construir extensions de models numerables. Les
extensions que s’obtenen depenen d’un ordre parcial I, que és ’ordre parcial format per
les aproximacions a 1’objecte nou, o genéric, que és el que volem afegir. Perd podem
considerar també extensions de forcing, o genériques, de V. Es clar que aquestes son
extensions ideals, ja que tots els conjunts ja son a V. A partir d’un ordre parcial F, podem
definir el model booled V¥, que esta contingut en ¥, perd que representa el model que
s’obtindria si hi hagués una extensié genérica de 7 obtinguda mitjangant P.

Donat un cardinal x infinit, sigui H(x) el conjunt de tots els conjunts que son here-
ditariament de cardinalitat menor que ; €s a dir, el conjunt de tots els conjunts X tals que
X, els elements de X, els elements dels elements de X, etc. tenen cardinalitat menor que x.
Aixi, H(w) és el conjunt de tots els conjunts hereditariament finits i, per tant, H(w)=J,,.
H(w,) és el conjunt de tots els conjunts hereditariament numerables. Sempre tenim que
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H(x) c V., perd no al revés. Si k és inaccessible, aleshores H(K)= V. Els conjunts H(x)
també formen una jerarquia cumulativa, de la mateixa manera que els ¥, i la uni¢ de tots
els H(k) és V.

Sempre hi ha un cert grau d’absolutesa entre V' i V. Per exemple, pel Teorema
d’absolutesa de Levy-Shoenfield tenim que, a partir d’un enunciat existencial que parla
de conjunts de H(w,), si es pogués fer valdre en una extensio generica, aleshores valdria
també a V. En altres paraules, si mitjangant forcing poguessim fer valdre un enunciat que
diu que existeix un conjunt X que té determinades propietats que depenen exclusivament
de conjunts en H(,), aleshores un conjunt X amb aquestes propietats ja existeix.

Recordem que I’axioma d’existéncia d’un cardinal inaccessible diu que si es
pogués continuar amb la construccio de ¥ més enlla de tots els ordinals, encara un pas
més, aleshores el cardinal que s’obtindria, que seria un cardinal inaccessible, existeix.
Generalitzant de manera semblant el teorema d’absolutesa de Levy-Shoenfield, diriem
que qualsevol enunciat existencial que parla de conjunts de H(@,) i que val a V", val
també a V. Es a dir, si mitjancant forcing poguéssim fer valdre un enunciat que diu que
existeix un conjunt X que té determinades propietats que depenen exclusivament de con-
junts en H(w,), aleshores un conjunt X amb aquestes propietats ja existeix., Representem
aquesta afirmacio per

H(w,) <3 V*

Aquesta generalitzacié seria, doncs, un nou axioma natural de la teoria de con-
junts, si fos consistent. Malauradament, no ho és, si no és que restringim el tipus d’ex-
tensions genériques.

Ara bé, resulta que MA és equivalent a H(w,) <5 V¥ per a qualsevol P que sigui
cee, aixd és, per a qualsevol P en el qual tot conjunt d’elements incompatibles dos a dos
és numerable. Aixi, doncs, MA és, de fet, una axioma natural de la teoria de conjunts. Si
formulem I’axioma corresponent a MM, és a dir, H(®,) <5 V" per a qualsevol P que t¢
la propietat de preservacié de conjunts estacionaris, aleshores obtenim ["anomenat
Axioma de Martin Maxim Afitat (BMM).

BMM és consistent amb ZFC, suposant que ho sigui ’existéncia d’un cardinal
supercompacte. A diferéncia de MM, BMM és un axioma natural de la teoria de conjunts,
d’un tipus semblant als axiomes de grans cardinals, perd que, a diferéncia d’aquells, deci-
deix moltes giiestions que els axiomes de grans cardinals no responen. Com a culminacio
d’una serie de resultats de W. Hugh Woodin i David Asperd, Stevo Todorcevi¢ va demos-
trar, fa només uns mesos, que BMM implica que la cardinalitat de R €s ¥,. Aquest és un
resultat remarcable, ja que per primera vegada una extensio natural de ZFC decideix la car-
dinalitat del continu.
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17. LA HIPOTESI DEL CONTINU II

Per acabar, mencionarem breument, i de manera molt informal, alguns resultats
recents de Woodin. El primer resultat diu que si hi ha una classe propia de cardinals de
Woodin, aixo és, si per a cada ordinal hi ha un cardinal de Woodin més gran, aleshores la
teoria de H(@,) és genéricament absoluta. Aixo vol dir que no podem canviar amb for-
cing la teoria dels nombres reals, i implica, per exemple, que tot conjunt de nombres
reals definible és Lebesgue mesurable.

El segon resultat diu que hi ha un axioma, anomenat (*), que és una generalitza-
¢i6 de BMM, que decideix practicament totes les qliestions sobre f/{m,), de tal manera
que la teoria de H(a,) és genéricament absoluta. L’axioma (*) és I’equivalent a PD, pero
per a H(a,). L’axioma () implica que la cardinalitat del continu és ¥,.

Finalment, Woodin va demostrar 1’any 2000 que si hi ha una classe propia de car-
dinals de Woodin, aleshores qualsevol axioma que decideixi practicament totes les giies-
tions sobre H(w,), de tal manera que la teoria de H{w,) sigui genericament absoluta,
necessariament ha d’implicar la negacio de la Hipotesi del Continu.

La noci6 de practicament fotes les giiestions sobre H(a,), per poder ser formulada
de manera precisa, necessita de la introduccié d’una nova logica, I’anomenada Logica  de
Woodin. El problema més important que queda per resoldre sobre la Hipotesi del Continu
és 1"anomenada Conjectura Q. La formulacié d’aquesta conjectura és de caracter molt
técnic. La conclusid és que si la conjectura Q és verdadera, aleshores qualsevol teoria de
conjunts compatible amb ’existéncia de grans cardinals i que faci la teoria de H{w,)
genéricament absoluta, ha d’implicar necessariament la negacié de la Hipotesi del
Continu.

Alixi, si la conjectura Q és verdadera, aleshores la Hipotesi del Continu €s, en un
sentit molt natural, falsa. Les teories: ZFC més la Hipotesi del Continu i ZFC més la
seva negacio no son igualment raonables. Els resultats de Woodin mostren que, en pre-
séncia de grans cardinals, si acceptem la Hipotesi del Continu, aleshores no podrem res-
pondre moltes qiiestions sobre H(a,).

18. OBSERVACIONS FINALS

En aquesta petita excursio pel paradis de Cantor, hem vist que la teoria de con-
junts ha experimentat al llarg del segle xx un desenvolupament extraordinari. El que va
comencar com una teoria matematica dels nombres transfinits s’ha desenvolupat fins
que ha constituit una teoria general dels conjunts infinits i una fonamentacio de tota la
matematica. Les técniques desenvolupades per la teoria de conjunts, com el forcing, la
combinatoria infinita, la teoria de grans cardinals, etc., I’han convertida en una discipli-
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na d’una gran complexitat i bellesa, amb resultats fascinants que estimulen i alhora des-
afien la imaginacid. 125 anys després de la formulacié de Cantor, i 103 anys després
que Hilbert la posés en el primer lloc de la seva llista de problemes per al segle xx, la
Hipotesi del Continu continuara essent, sens dubte, un dels problemes més importants
de la matematica del segle xx1. La reflexié sobre giiestions matematiques fonamentals
ha generat la teoria de conjunts tal com la coneixem avui.

El fet mateix que hagi estat possible la unificacié de tota la matematica classica
dins d’una unica teoria maximament general és una fita remarcable. Perd més enlla d’ai-
X0, la riquesa, originalitat i poténcia de les idees originades en la teoria de conjunts, les
fan aplicables a gairebé totes les arees de la matematica. Cada vegada més, el forcing,
els grans cardinals, els axiomes de determinacid, la teoria descriptiva de conjunts, la
combinatoria infinita, etc. troben aplicacions en la resolucié de problemes que havien
estat oberts durant molts anys en arees com la Topologia, 1’algebra, I’ Analisi Real i
Complexa, I’Analisi Funcional, la Teoria de la Mesura, etc. Al segle xxu, les idees
recentment introduides per Shelah, Todoréevié, i sobretot Woodin, entre d’altres, no
solament contribuiran a la resolucié de molts problemes matematics, tant els coneguts
com els nous que sorgiran, sind que augmentaran substancialment, com ja ho ha fet la
teoria de conjunts al llarg del segle xx, la nostra comprensié de I’univers matematic.
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Recreacions computacionals de la teoria de codis
correctors d’errors
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RESUM

En el procés d’enviar informacié a través d’una canal de comunicacio (modems telefonics,
telefons mobils, televisio digital, sistemes d’emmagatzematge d’informacié com ara els CD o
DVD, comunicacions per satél'lit o interplanetaries), cal usar codis correctors d’errors per tal d’e-
vitar-ne la degradaci6 provocada pel soroll del canal. Aixo vol dir que la informacio ha de ser codi-
ficada apropiadament abans de la transmissid i descodificada en el lloc de destinacio. Aquests pro-
cessos, i molt especialment la descodificacio, son remarcablement intensius des del punt de vista
matematic 1 computacional. En aquesta conferéncia s’il-lustrara aquesta afirmacio, amb ’explica-
ci6 dels aspectes matematics, algorismics i computacionals de tres linies de resultats relacionades:

Fins a quin punt pot ser bo un codi corrector d’errors. Aqui s’explicara la nocio de capa-
citat d’un canal, les dues formules fonamentals de Shannon que expressen aquesta quantitat iel
celebrat teorema de codificacié de canal, també degut a Shannon. En particular es veura de quina
manera aquest teorema precisa el limit tedric de millora que els codis correctors d’errors poden
aconseguir en la seva eliminacié dels efectes del soroll.

Com es creen bons codis en la practica. Després de formular el problema general, s’expli-
caran els esquemes més importants que s’han introduit en els darrers cinquanta anys i es conside-
rara amb més detall el cas dels codis de Reed-Solomon generals.

Quins algorismes s han inventat per descodificar els bons codis. Com en el punt anterior,
s’explicaran les idees principals que s’han anat proposant al llarg dels anys i després es conside-
rara amb més detall el cas de I’algorisme de Berlekamp-Massey-Sugiyama per als codis de Reed-
Solomon.

PRELIMINARS
Acronims
BCH Bose-Chaudhuri-Hocquenghem CD Compact Disk
BMS Berlekamp-Massey-Sugiyama DVD  Digital Video Device
CBS Canal Binari Simétric ISBN  International Standard Book Number
CS  Canal Simeétric RS Reed-Solomon
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Aspectes computacionals

Els exemples computacionals s’inclouen en forma de llistats. Sén transcripcions al catala
de les parts més rellevants d’exemples elaborats amb la versio anglesa de WIRIS amb que s’han
preparat els exemples continguts en el llibre de ’autor, titulat Block Error-Correcting Codes: A
Computational Primer (CC en aquest article),' i no hauria de ser dificil, a qui s’ho proposi, adap-
tar-los per tal que es puguin executar en un WIRIS en catala.?

L'ERA DIGITAL

A la base de I’era digital en la qual vivim, d’aquesta era audiovisual i multimédia,
hi ha un article remarcable: A Mathematical Theory of Communication. Aquest treball
fou publicat el 1948 per Claude E. Shannon (1916-2001) i una de les seves conseqiién-
cies fonamentals, entre d’altres que veurem posteriorment, ¢és que, a tots els efectes
practics, qualsevol informacio es pot representar digitalment, és a dir, com una succes-
sio finita (perd usualment molt llarga) de simbols de qualsevol alfabet finit amb
almenys dos simbols. Entre els alfabets ocupa un lloc molt destacat el binari, B={0,1}.
Els seus elements, 0 i 1, s’anomenen digits binaris o bits. Amb la suma i el producte
binaris B és el cos de dos elements. Notem que 1+5 és la negacio de b (la negacid de 0
éslilad’l és0).

Per exemple, el cinema (i la televisid) ens té acostumats al fet que una pel-licula
consisteix en una successio de fotogrames presentats amb una certa freqiiéncia, usual-
ment 24 per segon. Un fotograma es pot considerar format, tenint en compte la maxima
resolucio de la vista, per una matriu de pixels, cadascun dels quals queda determinat per
un nivell de gris (o de vermell, verd i blau en el cas de pixels de color). Aixd és encara
més explicit en una pantalla de televisio, ja que estd formada fisicament per pixels.
Finalment, el nivell de gris (0 d’un dels tres colors basics) s’expressa mitjancant un
nombre escrit en binari. En els pixels de color, actualment s’usa un nombre entre
0~00000000 i 255~11111111, de manera que cada pixel de color queda representat per
24 bits (el que fa 2* = 16777216 colors possibles). Aixi, doncs, el mén visual és digita-
litzable, i en principi es pot fer de manera que I'ull huma no pugui distingir la imatge

1. Col'leccid Universitext, Spring-Verlag, 2003. Des de http:/www.wiris.com/cc/ se’n pot descarregar
una versié digital en format pdf. En aquesta presentacio, els exemples que en la versid en paper es donen en
forma de llistat (de manera similar a com ho fem en aquest article) han estat substituits per vincles, que hi
donen accés via la interficie de WIRIS. Per a una introduccio a la plataforma WIRIS, podeu mirar I’apéndix
del llibre esmentat, o el manual en linia (ment Editar, icona 7).

2. Els podeu obtenir si escriviu a sebastia.xambo@upc.es.
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digital de I’original analogic (Figura 1).? Les il-lustracions segiients s’han extret del web
de Kodak.

Figura 1. Fotografies digitals (la primera és d'una camera fotografica digital).

En el cas de la veu, i dels sons en general, es pren la pressié de ["ona sonora
44.100 vegades per segon® i s’assigna un nombre binari de 16 bits per a cada lectura.’ La
llarga seqiiencia de bits que en resulta és suficient per reproduir el so fins on I’oida
humana pot distingir. La conclusi¢ és que el mén dudio també és digitalitzable, i aixo és
a la base de la telefonia digital (incloent-hi la cel-lular) o dels CD per a musica. En
resum, tot el moén audiovisual és digitalitzable, i tecnologies tan actuals com ara la del
DVD o la de la televisio digital es basen en aquest fet.

SISTEMES DE COMUNICACIO DIGITALS

El problema que han de resoldre els sistemes de comunicacid és posar a ’abast en
un cert punt (destinacic) la informacié generada en un altre punt (font o origen). La
transmissio de la informacio es fa a través d’un cert canal.

Aqui estem interessats en sistemes de comunicacio digitals. En aquests sistemes,
la informacié es representa com a seqiiéncies de simbols d’un determinat alfabet finit.

3. L’Adobe Dynamic Media Group publica una bona introduccid al video digital, amb el titol 4 Digital
Video Primer (estic agrait a Anna Xambo i Sedd per haver-me proporcionat aquesta referéncia i dades sobre
audio digital).

4. Atés que I'oida humana no sent sons de més de 20.000 Hz, ’anomenat teorema del mostratge
(Nyquist, Shannon) ens assegura que un mostratge equidistant al doble d’aquesta freqiiéncia és suficient per
reproduir totes les caracteristiques del so que I’oda pot distingir. Per a més informacio, incloent-hi notes
historiques, vegeu el llibre Communication Systems in Engineering (2a edicié), de J.G. Proakis i M. Salehi
(Prentice-Hall, 2002), pag. 10 i 46.

5. En el DVD-audio la fregliéncia és 96000 Hz i s’usen 24 bits en cada lectura.
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Aquesta frase, per exemple, esta formada per una seqiiencia de lletres i signes de pun-
tuacio. Els numeros de teléfon o els dels comptes corrents es donen com a seqiiéncies de
digits decimals. Els ISBN dels llibres estan formats per digits i, al final, possiblement la
lletra X. Els codis de barres, malgrat la seva aparenca, no son més que seqgiiéncies de
bits. En tot cas, de la seccid anterior es desprén que fota comunicacio es pot realitzar
mitiancant un sistema digital i és per aixo que, d’aqui en endavant, per sistema de comu-
nicacid ja entendrem sistema de comunicacié digital.

El model de sistema de comunicacié que examinarem en aquest article és el que es
representa a la Figura 2. ’element més critic d’aquest sistema ¢s el canal, ja que és res-
ponsable de transportar la informacid de I’origen a la destinacio. Pot ser un cable (classic
o de fibra dptica) o pot ser sense fils (enllagos per radio, telefonia mobil, transmissions
interplanetaries). Una de les caracteristiques del canal és 'ona portadora, que podem
imaginar com una ona electromagnética d’una freqiiéncia determinada # (d’aquesta fre-
qiiéncia, se’n diu amplada de banda del canal). El canal no transporta simbols d’informa-
cio, sind senyals. Els senyals formen un conjunt finit de formes d’ona, ¢s a dir, d’ones
electromagnétiques que tenen una forma i una duracié predefinides. Per exemple, per a
transmissions bindries podem usar els senyals {A4-sin(wf), —4'sin(@r)}, ¢ en un interval
[0,T]. Per a un alfabet de quatre elements, podem afegir-hi dos senyals, la fase dels quals
difereixi en 7/2 dels dos senyals anteriors: {4-cos(wr), —A4-cos(wr)} .6

Font —| Compressor ——| Codificador ——3| Modulador

;

Canal

;

Destinaci¢ | -s=——— Descompressor | -s——— Descodificador | <e——— Demodulador

Figura 2. Model d’un sistema de comunicacions.

6. Remarcablement, la teoria no depén de la forma dels senyals usats, sind només de la seva energia
mitjana £,. Altres senyals emprats en la practica inclouen funcions nul-les arreu, llevat en un interval [0, 7]
en qué sén constants.
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[’element que transforma simbols d’informaci6 en senyals s’anomena modula-
dor, 1 el que fa I’operacio inversa a la destinacio és el demodulador. A I’efecte d’aquest
article, podem pensar que el modulador, el canal i el demodulador formen una unitat. La
funcié d’aquesta unitat és rebre simbols d’informacio a ’entrada i retornar simbols d’in-
formaci¢ a la sortida. El mecanisme conjunt, perd, és util per explicar I’origen de 1’ano-
menat soroll del canal. En efecte, en el seu viatge a través del canal, els senyals experi-
menten pertorbacions (com ara soroll electromagneétic o soroll térmic dels components
electronics) i aixo fa que hi hagi una certa probabilitat p(S°|S) que el demodulador
detecti un senyal S” diferent del senyal S enviat. El resultat és que també tenim una certa
probabilitat p(s "|s) de rebre un simbol s” diferent del simbol enviat s. En el cas d’un
canal binari simétric (CBS), els simbols son bits i

p(0|1)=p(1]0)=p,

on 0= p< 1. Enresulta que

p(0|0)=p(1]|1)=1-p.

Aix0 vol dir que si enviem un nombre gran de bits, N, podem esperar (com a mit-
jana) que n’hi hagi pN d’erronis i (1- p) N de correctes. Analogament, un canal per a g
simbols es diu simetric (CS) si p(s”|s) té el mateix valor per a totes les parelles 5’5, i en
aquest cas posem p per denotar la probabilitat que un simbol qualsevol sigui alterat en
un altre. Vegeu el llistat 1 per a una simulaci¢ computacional.

La funcié del compressor, també anomenat codificador de font, és extreure tanta
redundancia estadistica com sigui possible de la informacié generada per la font. En el
cas del video, per exemple, entre els successius fotogrames sol haver una correlacié molt
alta, i el mateix sol passar entre els pixels de determinades zones d’un fotograma. Aixo
en la practica vol dir que la informacid continguda en un video es pot comprimir molt.
No essent el tema d’aquest treball, aqui només direm que els algorismes de compressio
s6n molt interessants des del punt de vista matematic, i que sense ells el video i la tele-
visié digitals no serien possibles. Naturalment, un dels efectes importants de la com-
pressio €s que les demandes sobre el canal de transmissio son molt menors del que hau-
rien de ser si la informacid s’hagués d’enviar tal com raja de la font.
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Llistat 1. Simulador d’un canal simétric d’alfabet T i probabilitat d’error p

CS(X:Llista, T:Llista, p:Real)
comprovar 0<p & p<1 & subconjunt?(conjunt(X),T)
:= {cs(x,T,p) amb x en X};

La funcido CS(X,T,p) simula un canal si-
meétric d’alfabet T i probabilitat d’error
p: si X és la llista dels simbols x que cal
tranmetre, retorna la llista dels valors
cs(x,T.p). Aquesta funci6 auxiliar genera
un nombre real aleatori r de I’interval
[0,1] i retorna el mateix simbol x si #<p o
un simbol de T diferent de x, escollit alea-
toriament, si p=r. Notem que si T iU sén
llistes, T/U dona la llista obtinguda elimi-
nant de T tots els elements que sén de U.

CBS(X,p) := CS(X,{0,1},p);

# Funcions auxiliars
cs(x, T.p):=
inici
local r=aleatori()
si r>p aleshores

X . ) .
o Per escollir un element aleatori d’una llis-
. €s genera un no enter aleatori
element_aleatori(T/{x}) fio; 852 i e o5

i diguem-ne j, entre 1 i la longitud de S i es
- retorna el j-ésim element de S. La funcid
CBS(X,p) simula la transmissi6 de la llista
de bits X per un canal binari simétric amb
probabilitat d’error p. Per simplificar, hem
dit nombres aleatoris als nombres generats

element_aleatori(S) := S.aleatori(1,longitud(S));

# Excmple funcions com ara aleatori() o aleato-
T={0,1,2}; p=0.2; X=llista_constant(20,0); e 2 A
CS(X.T.p) ri{m,n) que en realitat proporcionen nom-

~{0,2,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0} :: Llista | Pres pscudoaleatoris.

Simétricament, la funcié del descompressor és fer I’operacié inversa del com-
pressor. Generalment (perd no sempre), 1’algorisme de compressio és invertible i tant el
directe com I'invers solen ser molt eficients.

La part més rellevant per aquest treball és el codificador (de canal) i el correspo-
nent descodificador. Contrariament al compressor, el codificador introdueix redundan-
cia en la informaci6, amb la idea que el descodificador la pugui usar per corregir els
errors produits pel soroll del canal.

Exemple: el codi de repeticio binari de longitud 3

Abans de considerar el cas general, il-lustrem la idea amb un exemple molt sim-
ple. Es tracta del codi de repeticié d’ordre 3, Rep(3), el qual, tot i la seva simplicitat, ens
permet veure que la correccio d’errors és possible. El canal és el binari simétric i la codi-
ficacio consisteix a repetir cada bit b tres vegades: b—bbb. Per exemple, el resultat de
codificar la seqiiencia 1100101 és la seqiiéncia 111111000000111000111. Veiem que
amb aquest esquema de codificaci6, la informacié que s’ha d’enviar pel canal és tres
vegades més gran que I’original, i per aixd diem que la taxa de transmissié és 1/3. El
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temps de transmissié és, doncs, tres vegades superior, i que ens convingui acceptar
aquest sobrecost o no depén de diversos factors, entre els quals hi ha allo que es pot
esperar del descodificador.

En aquest cas, la descodificacio es fa extraient de cada grup de tres bits el bit
majoritari. Es a dir, 000, 100, 0101 001 es descodifiquen com a 0, mentre que 111, 011,
101 i 110 es descodifiquen com a 1. Si posem p” per indicar la probabilitat que un bit
resulti erroni amb aquest esquema, €s clar que p” és la probabilitat que el canal intro-
dueixi 2 o 3 errors en un grup de tres bits, €s a dir p=3p*- (1-p)+p°. El factor de reduc-
ci¢ d’errors, és a dir, la proporcid dels errors que es produeixen usant el codi respecte
dels errors sense usar el codi és p/ p=3p - (1-p)+p*. Ala Figura 3 hem representat p” i
p’l p per pe[0,1/2]. Notem que si p és petit, aleshores p'=3p® i el factor de reduccio
d’errors és p'/ p =3p.

- Figura 3. Grafiques de p’ en funcid de p

/ (corba inferior) i de p'/p (corba superior).

e Aguesta segona funcié ens dona el factor

3p 4 de reduccié d’errors del codi de repeticié

/ p'/p d’ordre 3, ja que representa la proporcié

d'errors que es produeixen usant el codi

172 respecte dels errors que es produeixen

/d sense usar el codi. Veiem, per exemple, que

/,/ aquest factor és 1/2 quan p=0.19. Per

p’ p=0.001, p/p=0.003, la qual cosa signi-

fica que per mil errors produits sense

codificar, en mitjana se’'n produeixen 3
0 usant el codi.

0.19 1/2
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Llistat 2. Implementacié del codificador i descodificador del codi binari de repeticié d’ordre 3

f(m:Cadena) :=
inici
local R=""
per b en m fer
R=R|b|blb
fi
fi;

g(m:Cadena)

comprovar longitud(m) mod 3 ==

inici
local R="", |=longitud(m)/3,
a, b, c
perjen 1.l fer
a=my ,; b=my,; c=my;
sia==b | a==c aleshores
R=Rja
altrament_si b==c aleshores
R=R/b
altrament
R=R|"?"
fi
fi
fi;

]

La funcid de codificacid f(m) transforma una cadena m
(per exemple de bits) en una cadena R, en la qual cada
caracter b de m s’ha repetit 3 vegades. A I’inici, R es
defineix com la cadena nul‘la i després, per a cada b de
m, s’afegeix a R la cadena bbb. En general, si R és una
cadena i b un objecte qualsevol, R|b ens déna el resultat
d’afegir I’objecte al final de R.

La funcid de descodificacio, g(m), primer comprova que
el nombre de caracters de m sigui un multiple de 3. Si
aquest és el cas, tot seguit trenca m en blocs de 3 caracters
contigus abc, blocs que s6n examinats successivament.
El resultat és R, que a I’inici és la cadena nul-la i que a
cada pas es perllonga amb un caracter X, si X apareix
almenys dues vegades en el bloc abc o amb el caracter
d’error ? si els tres caracters d’abc sén distints.

La funci6 test_rep3(X,p) codifica la cadena X en Y=1(X),
tot seguit simula la transmissié de Y per un canal binari
simétric de probabilitat p, i el resultat Y és descodificat
amb g, posant X =g(Y"). Finalment, es defineix P com la
proporcié d’errors aY’, P com la proporcié d’errors a X, i
es retorna {{p,P}, 3-p?-(1-p)+p* P }}, la qual cosa per-
met comparar els valors esperats d’aquestes proporcions (p i
3:p? (1-p)+p’, respectivament) amb els observats.

Test per al canal binari simétric amb el codi binari de repeticié d’ordre 3

test_rep3(X,p):=

inici
local Y=1(X),
Y =CBS(Y,p),
X =g(Y’),
PP’

P =longitud(posicions_error(Y,Y ")) / longitud(Y) : Flotant
P’ =longitud{posicions_error(X,X")) / longitud(X) : Flotant

" {{p.P}, {3.p%.(1-p)+p°, P'}}
H

posicions_error(Y,Z) := {j en 1..longitud(Y) tal_que Yj!=2j};

Amb la paraula binaria X de longitud N=10000 que només conté 0, una crida de
la funcid test_rep3(X,p) amb p=0.01 va donar el resultat segiient:
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test_rep3(X,0.01)
—{{0.01, 0.0090667}, {0.000298, 0.0003}}

Aix0 mostra que en la «transmissio» del vector codificat s’hi van produir
3N-0.0090667= 272 errors (per terme mitja n’esperem 300), i que en el vector descodi-
ficat hi van quedar 3 errors (en mitjana se n’esperen 2.98).

Espai de Hamming, codis, codificadors i descodificadors

Si T és un alfabet finit i # un nombre enter positiu, els elements del conjunt 77 sén
les paraules de longitud » formades amb elements de 7. Sovint dels elements de 7"
també se’n diu vectors de longitud .

La distancia de Hamming, dh(x,y), entre dues paraules x i y és el nombre d’in-
dexs i en el recorregut l..n que compleixen x;#y,.

Llistat 3. Distancia de Hamming

dh(x,y)

comprovar longitud{x)==longitud(y)

.= longitud({i en recorregut (x) tal_que x;#v;})
dh(*00110",”10101")
-3

La distancia de Hamming és una distancia en el conjunt 7, és a dir, compleix les
propietats segiients:

. dh(x,y)= dh(y,x) per a qualsevol x,y 7™,

2. dh(x,y)>0six#yidh(x,y)=0six=y.

3. dh(x,2)< dh(x,y)+dh(y,z)per a qualssevol x,y,z €T

Un T-codi de longitud n és un subconjunt C de T". La distancia minima de C, d =
d,, és el minim dels valors dh(x.x") per x,x€C, x#x".

La seqiiéncia de simbols a la sortida del compressor se sol agrupar en blocs de
longitud £, als quals anomenarem missatges. Si els simbols formen [’alfabet 7, els mis-
satges formen el conjunt M=T*, Un codificador de tipus [n k] és una aplicacié injectiva
f:M-T" La imatge d’aquesta aplicacié és un subconjunt C de 7" al qual anomenarem
codi de f. Si d=d- direm que C és de tipus [n, £, d], i sovint ho indicarem C~[n, k, d]. Per
exemple, en el cas del codi binari de repeticid d’ordre 3 tenim k=1, M={0,1}, n=3 i
C={000,111}, de manera que el tipus de C és [3, 1, 3].

Un descodificador per al codificador f és una aplicacié g : T"—= Cu{?} tal que
g(x)=x per a tot xeC. Direm que els vectors del subconjunt D=g'(C) sén descodifica-
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bles per g, mentre que dels vectors E=g~'(?) diem que donen lloc a un error del desco-
dificador g. Direm que g corregeix s errors (s un nombre enter no negatiu) si tot vector
y per al qual existeix un xeC tal que dh (x,y) < s ¢s descodificable i g(y)=x. El maxim s
tal que g corregeix s errors s’anomena capacitat correctora de g i usualment es denota .
Per exemple, en el cas del codi binari de repetici6 d’ordre 3, tot vector de {0,113 és des-
codificable i #=1.

Un codificador fde tipus [#,k] i un descodificador g per a f de capacitat correcto-
ra f es poden usar en un sistema de comunicacions de la manera segiient:

1. La informacié a la sortida del compressor es divideix en blocs u de longitud £.

2. Per a cada bloc d’informacioé u es calcula x=f(u) i es transmet pel canal.

3. Siy és el vector rebut, calculem x'=g ().

4. Six’= 2, retornem un missatge d’error; altrament retornem x’, que €s un vec-

tor de C.

Es clar, directament de les definicions, que si dh(x,y)< ¢, €s a dir, si el nombre
d’errors produits en el canal no supera ¢, llavors x"=x, la qual cosa vol dir que podem
corregir fins a ¢ errors.

Notem que si el nombre d’errors és >, llavors pot passar que y sigui descodifica-
ble i que x'#x, cas en el qual diem que és un error indetectable.

Exemple (Codi de Hamming [7,4,3]). Considerem la matriu binaria G=1,|R", on

—_— D
o = =

i la funcié de codificacio 7: T4~ 77 tal que u—uG=u|uR". Sigui H=R|I; i notem que
les columnes de H son els 7 vectors binaris de longitud 3 no nuls. Es comprova imme-
diatament que el codi C de f'és {xeB’|xH"=0}. El descodificador g es defineix mitjan-
¢ant ’algorisme segiient:
1. Donat yeB’, posem s=yH €B’. Si s=0, yeC i retornem y. Suposem, doncs,
que s#0.
2. El vector s coincideix amb una columna de H. Si aquesta columna €s la j-€si-
ma, retornem el resultat de negar el j-ésim bit de y, y;, operaci6 que es pot
expressar com y;— 1+y;.

Vegem que la capacitat correctora de g és 1. En efecte, si xeC'i y€eB és tal que
hd (x,y) < 1, aleshores y=x+e, on eB’ (el vector d’error) t€ com a molt un 1. Si e és
nul, llavors y =x, s =0 i g(») =x (pel pas 1 de l'algorisme). Si e té un 1 en la posicio /,
aleshores s=yH"=xH"+eH"=eH"=h,, on h; és la columna j-¢sima de .
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Notem gue aixo prova que tot element de B’ és o bé un element del codi o bé esta
a distancia 1 d’un element del codi, i que aixd implica que la distancia minima de C és 3,
de manera que és de tipus [7,4,3]. Veiem, doncs, que aquest codi té la mateixa capacitat
correctora que el codi de repeticid [3,1,3], perd que en canvi la seva taxa de transmissio,
4/7, és for¢a millor que 1/3. Per a una simulacio computacional d’aquest codi, vegeu I’e-
xemple 7 (seccio 1.1) de WIRIS/cc.

Exemple (Un codi [6,2] que corregeix 2 errors). Veurem ara un exemple d’un
codi que té taxa de transmissio 1/3, com el codi binari [3,1,3], perd que corregeix 2
errors en lloc d’un. L'alfabet d’aquest codi, perd, no és B, sind T=Z,, que €s el conjunt
{0,1,2,3,4,5,6} amb la suma i el producte modul 7.

Considerem la matriu
IR
11 2 3 4 5 6

i el codificador f: T2 T tal que u—uG. Com que els elements x del codi C de ftenen
la forma

X =(A+, A+ 20,4+ 3, A+ 4, A+ 5, A+ 6,

veiem que un x# 0 pot tenir com a molt una coordenada no nul-la, d’on resulta que la
distancia minima de C és 5. Aix0 ens permet introduir un descodificador g: 7% Cu C*,
on C* denota el conjunt de subconjunts de C, que corregeix 2 errors: donat un element
e T8, si existeix un x € C tal que dk (x,y) < 2, aleshores x és tnic i posem g(y) = x; altra-
ment g()) és la llista dels elements de C que assoleixen el minim de dh(x,)) per xC
(vegeu el Llistat 4 per a una presentacié computacional).

Aquest descodificador és una variacié de ’anomenat descodificador de minima
distancia. Si la distancia minima d’un T-codi C de tipus [n, k] ésd=2¢t+1 0d=2¢+2, de
manera que ¢=|(d—1)/2], aleshores podem definir un descodificador g: 7"» Cu{?}
que corregeix f errors de la manera seglient: donat un element y € 77, si existeix unxe C
tal que dh(x,y) <1, aleshores x és tinic i posem g(y) =x; altrament posem g(3) =7. Atés
que el cardinal del conjunt de missatges 7% és g*, on g és el cardinal de 7, el tractament
computacional d’aquest descodificador no pot fer-se, en general, amb les idees del
Llistat 4, ja que per descodificar un vector y s’han de trobar de I’ordre de g* distancies de
Hamming entre vectors de longitud », la qual cosa és inviable a partir de valors de & no
gaire grans.
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Llistat 4. Codi [6, 2] sobre Z,, que corregeix 2 errors

K=7Z,;

T={element(j,K) amb j en 0..6};

g=| L patiug;
1 2 3 4 5 6

H=nucli(G); # compleix que C={yeT5 yH=0}
C={AG,+uG;,amb (4,) en (TT)};
9):=
NIci
local M=6, m
si zero?(y-H) aleshores mostrar(“Vector del codi”); retornar y fi
per x en C fer
m=dh(x,y)
si m<2 aleshores mostrar(“Vector d’error:”, y-x); retornar x fi
si m<M aleshores M=m fi
fi
{x en Ctal_que dh(x,y)==M}
fi;

prova(s):=

inici
x=combinacié_lineal(G,K)
e=vector_error(s,K)
{x, e, g(x+e)}

fi;

prova(2)
—-+1[3.5,0,2,4,6], [0,0,4,2,0,0], [3,5,0,2,4,6]}

La funcié prova(s) primer construeix una combinacié lineal aleatoria x de les files de G a coeficients de
K, després genera un vector aleatori e de pes s a coeficients de K i finalment retorna la Ilista
ix,e,g(x+e)}. Notem que la suma x+e simula que en la transmissié de x s’han produit s errors aleato-
ris, tant pel que fa a la posicié com pel que fa al seu valor. Si s <2, g(x+e) coincideix amb x (vegeu el

text). Altrament, és la llista d’elements del codi a distancia minim de x+e.

CAPACITAT D'UN CANAL | EL TEOREMA DE CODIFICACIO AMB SOROLL

DE SHANNON

L’exemple del codi de repeticio d’ordre 3 ens mostra que existeixen esquemes de
codificacio-descodificacié que permeten reduir substancialment, al preu d’augmentar
I’as o les prestacions del canal de transmissid, el nombre d’errors que s’obtindrien sense

aquest esquema.
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De fet, és facil trobar esquemes que milloren el codi de repeticio amb un petit
augment del cost computacional. Si només ens haguéssim de preocupar de la disminucié
d’errors, no és dificil veure que els codis binaris de repeticid d’ordre senar n=27+1
serien suficients, ja que es pot veure que p’— 0 quan 7— . El cost computacional del
descoditficador és lineal en n, perd és clar que la taxa de transmissio és 1/n, que tendeix
a0 quan - .

D’altra banda, els exemples del final de la seccid anterior mostren que podem
corregir un error amb una taxa de transmissio de 4/7 o que, amb un alfabet de 7 simbols,
podem corregir dos errors amb una taxa de transmissié d’1/3. Sembla, doncs, que hi ha
espai per a les millores i en principi voldriem poder seguir en aquesta direccio, ja que
idealment voldriem una taxa de transmissio tan propera a 1 com es pugui i amb una
capacitat correctora tan gran com sigui possible.

Es clar, aixi, que ens hem de preguntar:

¢ Quins limits es poden assolir, amb esquemes de codificacio-descodificacio con-
venients, pel que fa a:

1. la disminucid d'errors,

2. la taxa de transmissio, i

3. el cost computacional?

Durant molt de temps es va creure que la condicié de tenir una proporcié d’errors
arbitrariament petita només es podria aconseguir amb taxes de transmissio que tendissin
a zero. Perd com exposem tot seguit, Shannon no només va provar, en I’article que hem
citat al principi, que aquesta suposicié era erronia, sind que va respondre les preguntes 1
i 2 d’una manera optima.

Per fer-ho va introduir el concepte de capacitat d’un canal. Intuitivament, és la
fraccid ¢ de la informacid enviada que es pot extreure a I’arribada. Aquesta idea admet
una formulacio precisa en termes de la matriu p (s”|s) de probabilitats de transicié d’un
simbol enviat s a un simbol rebut s”.7 Per a canals simétrics és una tunci6 de p. Més con-
cretament, per a canals binaris simetrics la capacitat la dona la férmula

c(p)=1+plog,pt(1-p) log,(1-p)

A la Figura 4 hem representat la grafica d’aquesta funcié. També n’hem donat
alguns valors que apareixen freqiientment a la practica, i que proven que en moltes oca-
sions c(p)=1. En particular tenim la relacié ¢ (0)=1, que és intuitivament clara perqueé si
p=0no hi ha pérdua d’informacié. També tenim ¢ (1/2)=0, que tambe¢ és clara, ja que,
per p=1/2, de la seqiiéncia de bits a la sortida del canal no podem preveure millor els

7. Per a detalls, vegeu, per exemple, el llibre Codes and Cryptography, de D. Welsh (Oxford Univer-
sity Press, 1988).
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bits enviats que si ho féssim apostant per cara en el llangament d’una moneda no esbiai-
xada. La simetria de la grafica respecte de la recta p=1/2 també és clara, ja que si p>1/2
aleshores podem obtenir un canal amb la mateixa capacitat (i probabilitat d’error per bit
1-p) sense més que canviar el paper de 01 1.

Figura 4. Grafica de /a capacitat c(p) d’un canal binari
simétric amb probabilitat p d’error en un bit. £s
simeétrica respecte de la recta p=1/2. Es ileugerament
inferior a la grafica de la parabola 4-(p-1/2)* que
interpola els punts (0,1), (1/2,0) i (1,1).

Valors de c(p) per p=107"*, k=1..6

p | 100 [ 102 ] 10% | 10% | 10° | 10
efp) | 0.531 ] 0.919 | 0.989 | 0.9995 | 0.9998 | 0.9999

0 1/2 1

Teorema de codificacié de canal (Shannon, 1948). Donat un canal binari simé-
tric de capacitat ¢, un nombre real £>0 i un nombre real 7 tal que 0 <7<c, existeix un
codificador f: B*— B” i un descodificador g: B"~Cu{?}, on C és el codi de £, com ara
que k/n=7 i de manera que p'<g, on p’ és la probabilitat d’error per bit a la sortida del
descodificador.®

El teorema de Shannon ens diu que podem tenir probabilitat d’error per bit a la
sortida del descodificador arbitrariament petita amb una taxa de transmissio tan propera
a la capacitat com vulguem. A més, Shannon també va demostrar que per a taxes de
transmissié iguals o superiors a la capacitat, no és possible fer I’error arbitrariament
petit. La capacitat és aixi una mesura del limit que pot assolir la taxa de transmissio si
insistim en el fet que la proporcio d’errors pugui ser tan petita com vulguem.

Malauradament, la teoria de Shannon és existencial i no dona cap indicacio sobre
com es poden obtenir d’una manera constructiva esquemes que gaudeixin de les propie-
tats de ’enunciat i per als quals e/ cost computacional sigui acceptable. La longitud »n
dels esquemes proposats per Shannon es fa més i més gran conforme reduim £ o aug-
mentem 7. Aixo fa que k=7n també creixi i, atés que el descodificador considerat és el
de minima distancia, la complexitat computacional és exponencial.

8. Per a una demostracid, podeu veure el llibre de Wells citat a la nota 7.
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Aixi doncs, haurem de reprendre el cami constructiu iniciat amb els exemples que
hem donat anteriorment i mirar d’acostar-nos a ’ideal de Shannon, tot mantenint el cost
computacional sota limits manejables. Ho farem en seccions posteriors, en les quals ana-
litzarem algunes de les idees més rellevants que s’han anat proposant per resoldre aques-
tes gilestions, des de Shannon i Hamming fins al moment present.’

La capacitat i el limit de Shannon en la terminologia de telecomunicacions

Fins ara hem usat el llenguatge matematic estandard per exposar |’abast del teorema
de Shannon. Pero resulta que en els textos d’enginyeria de telecomunicacio, com ara el de
Proakis-Salehi citat a la nota 4, s’usa una terminologia for¢a diferent que sovint &s la causa
que sigui costds per als matematics esbrinar-ne el significat. En aquesta subseccid consi-
derem quina és la traducci6 entre els dos llenguatges, pel que fa a la capacitat d’un canal.

La definicio que hem donat de la capacitat ¢ no té en compte el ritme en qué el canal
transmet informacid, sind només quina proporcio de la informacio que entra en el canal esta
disponible a la sortida. En la practica, pero, la capacitat s’expressa en bits/segon, valor que
aqui anomenem el cabal del canal. El cabal depén no només de la probabilitat p d’error
d’un bit, sind també de 'amplada de banda . A més, la probabilitat p no hi apareix d’una
manera explicita, sind implicitament, en el quocient S/N de la poténcia mitjana del sen-
yal, S, per la poténcia mitjana del soroll, N. Més concretament, la férmula de Shannon
per al cabal d’un canal binari simétric és '

c=W-log, [1 + i] bits/segon.
N

Posant R per designar la taxa de transmissi¢ del canal en bits/segon, la relacio

entre S/N i p és'!
—ol./2E R T g
P Q[\/ = ],Q(x) o= [ era,

on E,=S/R i N=N /W (Figura 5)."

9. Per aprofundir en aquesta matéria vegeu, per exemple, The Theory of Information and Coding: A
Mathematical Framework for Communication, de R.J. McEliece (Addison-Wesley, 1977).

10. Proakis-Salehi, pag. 586.

11. Ibid., pag. 406.

12. En relacid a E,, vegeu la nota 6.
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Figura 5. Grafica de la funcié \% 1 (campana

| o 2
T08 de Gauss) i de fa funcio Q(x):vﬁf.;, e “dc . Per

9
a un CBS, el valor de € [V ‘]?’ ] ens déna la pro-
0
babilitat p d‘obtenir un bit erroni a la sortida
del canal. La funcid Q(x) ha estat aproximada
" 1 2 - ,
amb la férmula KT v /2 £ (1), ©n t=1/(1+kx)i,

per a certes constants reals k, a; (vegeu el Llistat 5),

3 s A

f=aytatat’+ar+at

La quantitat £,/N, no té¢ dimensions i s’anomena rad senyal-soroll. Aqui la
denotarem p."* En la practica de les telecomunicacions, és costum donar p en dB."
També ¢és habitual escollir una escala logaritmica per a I’eix d’ordenades p (vegeu la
Figura 6).

La grafica resultant és especialment util per visualitzar els beneficis de la codifi-
cacio pel que fa a la disminucio d’errors, com ara amb el codi de repeticié [3,1,3]. En
efecte, per a cada p tenim valors p i p” de la probabilitat que un bit sigui erroni sense
codificar i amb codificacio, respectivament. Per exemple, en el cas del codi de repeti-
cié [3,1,3], sabem que p'=3p*(1-p) +p*=3p? i la corba que resulta és la que hem indi-
cat amb R a la Figura 6. Analogament, la corba H correspon al codi de Hamming
[7,4,3], amb p'=21p°.

13. La notacio tipica dels llibres de telecomunicacio és SNR (Signal fo Noise Ratio).
14, Si X és un nombre adimensional, X ~ x dB, on x=10-log(X). Aixi, multiplicar (dividir) per 10 es
tradueix en sumar (restar) 10 dB. Viceversa, la quantitat que correspon a x dB és X=10"1°.
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2 < 6 8 10 12
T T £5 [(;3 ;; T ‘gbr T

Figura 6. La corba B és la grafica de la funcié p=J5(p), on B(p)=0(/2p), p=E,/ N, (eix d'abscisses, en dB).
L'eix de p (eix d'ordenades) s'ha graduat a escala logaritmica. La corba R és el resultat de representar el punt
(p. p7) corresponent al codi binari de repeticio [3,1,3], és a dir, amb p'=~3p? La corba H és el resultat de re-
presentar el punt (p, p) corresponent al codi de Hamming [7,4,3], p'=C(7,3)=21p% Finalment, i d'una manera
similar, la corba G correspon al codi de Golay binari [23,12,7], amb p'=C(23,4)p*=8855p"

La posicid relativa de les corbes H j R no permet concloure que el codi de Hamming és pitjor que el de
repeticio, ja que en aquestes grafiques només es té en compte la probabilitat d’error dels codis, i no la seva
taxa de transmissio: el codi de Hamming té una taxa d’errors pitjor que la del de repeticid, perd la seva taxa
de transmissid és superior. El codi de Golay, en canvi, té una probabilitat d’error baixa i una taxa superior a '/,,
la qual cosa indica que és millor que R i H.

A la figura també hem inclds les projeccions sobre I'eix d'abscisses dels punts d’interseccid de la rectap = 10
amb les quatre corbes. Per als calculs corresponents a aquestes grafiques, vegeu el Llistat 5.

Llistat 5. La funcié Q(x)

Qx:R):=
inici
local k=0.2316419, t=1/(1+ k.x), f
si x<0 aleshores
retornar 1-Q(-x)
fi
f=polinomi([0.31981530, -0.356563782, 1.781477937, -1.821255978, 1.330274429], 1)

_x2/
eer

fam

fi
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Grafiques de la Figura §

2

—x=/2
C=corba(Q,-3..3); N=corba (i/: 3.3,
V2T

Grafiques B, R, Hi G de la Figura 6

dBi(x) := 10%1° -

ber(f) := log(evaluate(f, Q(/2-dBi(x))))
B=corba(ber (p),x, 0..12);
R=corba(ber (3:p?), x, 0..12);
H=corba(ber (21-p?), x, 0..12);
G=corba(ber (8855-p%), x, 0..12);

Punts d’interseccié de B, R, Hi G amb p=10*%

§=0.00001;
BER(f) := evaluate(f, Q(/2-dBi(x)))
p(f) := numerical_solve(BER(f) - 5, x);
p(p), p(3:p%). p(21:p%), p(8855p*)
—+9.5886, 6.2588, 7.0901, 5.0334

El cabal ¢—ce quan S— oo, mantenint i N constants, perd 1’augment és logarit-
mic. Aix0 €s raonable, perqué a més energia del senyal, més fina pot ser la subdivisié en
nivells distingibles a la sortida i, per tant, més gran el nombre de bits transmesos per
segon. Aquest possibilitat €s I’nica disponible en el cas de linies d’amplada de banda

limitada.

D’altra banda, si fem W~ o mantenint S constant (que en la practica vol dir que es
disposa d’una amplada de banda il-limitada i d’una poténcia limitada), aleshores

c—log,(e) S/N,. Vegeu la Figura 7.

Per tal que la codificacié sigui acceptable per corregir errors, és necessari que

R=Fk/n compleixi

R<Wlog, [1 -+ NQW]'

Tenint en compte que S=E,R, obtenim, posant n=R/W,

E,
n<log, 1+n—N >
0

58



Recreacions computacionals de la teoria de codis corvectors d'errors

que equival a
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Aquesta desigualtat és una condicié fonamental que ha de complir el sistema de
comunicacié per tal que la correccio d’errors sigui possible en un grau satisfactori. En
direm el /imit de Shannon. L hem representat a la Figura & de dues maneres diferents. La
quantitat 17, que té unitats de bit/seg/Hz, és un parametre essencial del sistema de comu-
nicacio 1 s’anomena ¢ficiéncia espectral. Per exemple, en el canal binari simetric sense
codificacio n=1 (en cada cicle de I’ona portadora viatja un bit). Si en el mateix canal
usem una codificacio [n,k], I'eficiéncia espectral és k/n, la taxa de transmissio del codi.

Ateés que

veiem que In(2)=0.693 ~-1.6 dB és el minim valor de p per al qual la correccié d’errors

¢s possible.

1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

Figura 7. Cabal d’un canal (per a
una poténcia del senyal 5 donada)
en funcié de F'amplada de banda.
Com a unitat sobre els dos eixos
hem pres 5/N,.

Notem gue el limit superior és, en
aquestes unitats, tal com hem vist
anteriorment, log,(e) =1.44. Per
tant, l'augment de la capacitat que
resufta d’augmentar I'amplada de
banda comenca a ser negligible a
partir d’'un mdfltiple relativament
petit de SIN,.
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La Figura 8 ens proporciona un marc per comparar diversos sistemes de codifica-
Ci6 en un mateix canal binari simétric. Fixem una probabilitat d’error § com a referéncia
(en els textos es pren convencionalment =107, i aqui farem el mateix). Donat un codi,
sigui /=f(p) el polinomi que ens dona la probabilitat d’error p del codi i considerem el
punt P=(p’,n) definit de manera que 7 és I'eficiéncia espectral del sistema codificat
amb aquest codi i p” el valor definit per les relacions Q(V 2p")=p, f(ip)=6, p>0. Direm
que P és el punt de Shannon del codi, 1 de la diferéncia entre p" i el valor del limit de
Shannon per a 77 en direm el déficit del codi. Notem que p=p (f), amb notacions del
Llistat 5. Donada una eficiéncia espectral, un codi sera millor com més proper del limit
de Shannon estigui el seu punt de Shannon, és a dir, com més petit sigui el seu déficit.
Analogament, amb un valor de p’, com més gran sigui 77 millor sera el codi. A la Figura
9 n’hem inclos alguns exemples.

+1
los T3
Lo
04 T4
To.2 ‘
2 ] 2 4 6 8 10 12 14 16 1§ 20 i 13
0.2 T2
404
+-0.6 1
+-0.8
-1 = y t t t t
2 2 4 6 8 10

Figura 8. Limit de Shannon. A ['eix d'abscisses representem p=FE,/N,, en dB, i a I'eix d’ordenades 1. A la figura
de l'esquerra, 1 s'ha disposat a escala fogaritmica i a la figura de Ja dreta, a escala normal (per a la generaci6 dels
grafics, vegeu el Llistat 6).

Llistat 6. Cabal i limit de Shannon

cabal(w) := w-log,(1+ % )i
corba(cabal,0.01..22) .
limit_shannon(r) := dB(ZT—1);
corba({limit_shannon(r), r}, r, 0..5)

60



Recreacions computacionals de la teoria de codis correctors d'errors  SEBASTIA XAMBO DESCAMPS

-2

Figura 9. Limit de Shannon i 7 punts de Shannon: el punt B, amb déficit 9.6 dB, correspon al CBS sense
codificar; H, amb deficit 7.8 dB, al codi de Hamming [7,4,3], R, amb déficit 7.3 dB, al codi de repeticié [3,1,3);
G, amb deficit 5.8 dB, al codi de Golay binari [23,12,7] (per al calcul del déficit d’aquests codis, vegeu el Llistat
7); també hi hem inclos els punts V (Voyager, 1986); G’ (Galileo, 1989) / T (un turbo-codi actual).

Llistat 7. Punts de Shannon i déficits

deficit(f,r) :=p (f) — limit_shannon(r)

CONSTRUCCIO DE BONS CODIS

En aquesta seccid primer il-lustrem les técniques algebraiques de construccid de
codis en el cas dels codis de Reed-Solomon, subratllant-ne el tractament computacional.
Després donem algunes indicacions generals sobre altres families de codis que es cons-
trueixen d’una manera similar.

Preliminars

Cossos finits. Posarem Z, per denotar I’anell de classes de nombres enters modul
n. Una representacié convenient d’aquest anell és el conjunt {0,1,...,n—1} amb les ope-
racions de suma i producte ordinaries d’enters, pero reduides modul ». Si p és un nom-
bre primer, aleshores 7, és un cos.

Donat un nombre finit ¢, existeix un cos de cardinal g, si i només si g és poténcia
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d’un nombre primer, €s a dir, si i només si ¢=p" amb p primer i  enter positiu. A més, si
g té aquesta forma, aleshores hi ha un tnic cos, llevat d’isomorfismes, el cardinal del
qual és g. Aq.uest cos sera denotz%t F,.'* Notem que sig=p és primer,. aleshores K =7,,.
En general, si f€F,[T] és un polinomi irreductible de grau r, el quocient

F=F[T1/()

€s un cos de p” elements. A més, si ¢ és la classe de 7 modul /, els elements de / tenen la
forma agta t+ - +a, ', a,€F,

Finalment es compleix que Fps és isomorf a un subcos de I57 si i només si s €s un
divisor de r, 1 en aquest cas i, té un tnic subcos de cardinal p°.

La construccio amb WIRIS de [anell 7, es fa amb el simbol 7 de la paleta
Simbols 1 ’enter » introduit amb la icona de subindex de la paleta Operacions. Per cons-
truir el cos F =, ho podem fer directament amb la funcié cos_finit(7Z,, 1, t). Per exem-
ple, cos finit(B, 8, o) construeix ¢l cos Fase 1 els seus elements tenen la forma

agta ot a0, a,e B="7.,

Si coneixem un polinomi monic irreductible /' =f(¢) de grau r sobre 7, I’expres-
si6 IF,[£]/ (/) €s una expressi6 valida de WIRIS que construeix el quocient F[T]/(f) i
assigna a ¢ la classe de 7 modul f. Per exemple, si B=7, llavors el polinomi
1+otof+of+ofe Bl és irreductible, i aixi I'expressio B[og]/(1+octof+o+a) construeix
[F256 amb un element distingit o que compleix

of=1+a+ot+od.

Algorisme d’Euclides-Sugiyama. L’entrada d’aquest algorisme estd formada per
dos polinomis r,, € F[z] , F un cos, i un nombre enter positiu 7 tal que deg(8)<r<deg(r,),
on & = med(ry,r,). La sortida esta formada per una llista de dos polinomis {o,w} tals que
w=cr, modr, 1 amb deg(o)<deg(r,)—t, deg(w)<t. La descripcid de I’algorisme:

1. Siguin r,, i=0,...,, els polinomis calculats a partir de r; i »; amb ’algorisme d’Eu-

clides, pero sent j el primer index, que compleix deg(r)<t. Aixi doncs, per
i=2,....j, tenim r=r,_—q,#; ,, on g, denota el quocient de la divisi6 entera de r, ,
perr.

2. Definim vy, v;,...,v; de manera que v,=0, v,=1 i V=V, ,—q,Vv, .

3. Retornem {o,w}, on 6=V, i 0=r;.

15. Aquests cossos es coneixen com a cossos de Galois, en honor al seu descobridor, Evarist Galois, i
sovint es denoten GF(q).
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Llistat 8. Algorisme d’Euclides-Sugiyama

sugiyama(r0,ri,t) :=
inici
local r, vO=0,v1=1,v, q
mentre t < degree(r1) fer
g=quocient(r0,r1); r=residu(r0,r1); v=v0 - q-v1

FO=F EEl=t
vO=v1; vi=v
fi
{v1,r1}

fi

sugiyama (25 22+ 2z +1,2)
—{7~ 7724+ 7 +3, 4z+3}

Codis de Reed-Solomon

Sigui Fun cos finit i g el seu cardinal. Siguin o,...,a,€F elements no nuls distints
de I (per tant ha de ser g=») i k un nombre enter positiu tal que k<n. El codi de Reed-
Selomon de dimensié & associat a «,...,@,, que denotarem RS(a,...,a,; k), €s la imatge
per I’aplicacié lineal f: F*— F" tal que u—uG, on G=V,(a,...,c;,) és la matriu de
Vandermonde de £ files formada amb els elements o,...,e,. El codi C=RS(«,,...,c,; k) és
un F-codi de tipus [n, k]. En el cas que «,,...,a, siguin tots els elements no nuls de F,
escriurem simplement RS(F k).

Recordem que V (¢,...,,) esta formada pels elements o/ '(1<i<n, 1</<k) on i és
I’index de columna i/ I’index de fila. Explicitament,

1 1 1

o o v,
Vk(alr"van) - H H

alfc—] a.lk—l anir—l

La matriu V(¢,...,ct,) és quadrada d’ordre # i el seu determinant, que denotarem
D(e,...,,), ve donat per la férmula

D(al"":an): H (aji al')
1€ig/<n

En particular resulta que V(o,...,,) és una matriu invertible.
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Llistat 9. Construccio de la matriu de Vandermonde

vandermonde(a:Vector, r:Enter):=
inici
local n=longitud(a),
h=vector_constant(n,1),
H=h, # una sequéncia de vectors amb primer terme h
f=h # el vector corrent de H
perien 1.(r-1) fer
f=prod(f, a); H=(H,f)
fi
[H]
fi

prod(a:Vector|Llista, b:Vector|Llista) := [a; b, amb i en recorregut(a)]

Exemple
a =[element(j,7,,) amb jen 1..15..2]
-

[1:3,5:7,9,11,13,15]

vandermonde(a,4)
i

11111111
T 357 9111315
19815132164
1106 3155 4 9

Teorema. La distancia minima de RS(oy,...,04,; k) és n—k+1.
Prova: Sigui u€F* i x=uG. La component i-ésima de x €s

X =yt 0t Fu o =0 (),

on d=u,+u, T+ +u, T*'. Com que un polinomi no nul de grau <k-1 t¢ com a molt k-1
arrels, veiem que x; pot ser 0, si u=0, per a &1 de les ¢; com a molt. Aix0 significa que
x; és no nul per a, almenys, »—k+1 valors de i. Per tant, qualsevol element no nul de C t¢
un pes no inferior a n—k+1 (el pes d’un vector és el nombre de components d’aquest
vector que sén no nuls). En resulta que la distancia de Hamming entre dos elements dis-
tints qualsevol x, x” de C és almenys n—k+1, ja que dh(x,x") és el pes de x-x" i x-x" €s un
element de C. Aixi doncs, d-2n—k+1. Com que la desigualtat contraria és certa per a
qualsevol codi (desigualtat de Singleton; cf. CC, seccid 1.1), aquesta desigualtat és una
igualtat (aquest fet s’expressa dient que els codis RS son de maxima distancia). o
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Observacié. Suposem que volem un codi RS que corregeixi almenys ¢ errors
(amb el descodificador de minima distancia) i una taxa de transmissié =#>0. Quin és el
minim ¢ que podem usar? Vegem-ho. Sabem que ha de ser g># i volem que k/nzr i
d=2t+1 (d la distancia minima). Com que d=n—k+1, la darrera condicié equival a dir que

2t+1<n-k+1,

i com que k=nr, sera 2t+1 <n—nr+l=n(1-r), és a dir, n=2¢/(1—r). Aixi doncs, la res-
posta €s que ha de ser

g= 1+ L1
1-r°

Exemple. Si volem un codi RS amb taxa de transmissio almenys 4 i que corre-
geixi 10 errors, s’haurd de complir g=81. Si prenem ¢=81, el codi RS(£;60), FF=F,,
satisfa les condicions, ja que #=80, &/n=60/80=3/4 1 d=n—k+1=80-60+1=21=2-10+1.
També podem usar qualsevol cos finit 7 amb ¢>81 i el codi C=RS(a,,...,a,; 60) format
amb n=80 elements no nuls distints ¢,,...,0;, €F. Aix0 pot tenir avantatges computacio-
nals, com ara amb 7. en lloc de Fy,, ja que les operacions de [F, son una mica més cos-

toses que les de Zig,.

Exemple. El codi RS(F, 233), on F'=F,, té tipus [255,233,23] i s’usa en sistemes
de transmissio interplanetaria, com ara el del Voyager (1986) i Galileu (1989). En aquest
cas els simbols de F s’interpreten, respecte d’una base apropiada de F sobre B=7,, com
a vectors de 8 bits. La capacitat correctora d’aquest codi és d’11 simbols.

Exemple. En el disc compacte per a musica (CD d’audio) s’empren dos It,5-codis
C, i C, de la forma RS(q,,...,q,; k) : C, amb n=28 1 k=241 C, amb n=32 i k=28. Aixi,
doncs, C, ~[28,24,5] i C, ~[32,28,5], de manera que cadascun d’aquests codis corregeix
2 errors. En esséncia, la informacid, segmentada en blocs de 24 simbols de 8 bits, es
codifica primer mitjancant C, i després mitjancant C,. El resultat de la primera codifica-
¢io esta segmentat en blocs de 28 simbols de 8 bits, just el que es necessita per a I’entra-
da del codificador de C,. La sortida del codificador de C, esta segmentada en blocs de 32
simbols de § bits. Naturalment, en el procés de descodificacié se segueix el cami invers:
primer es descodifica C, i després C,. Aquest esquema €s un cas particular de la conca-
tenacié en série de dos codis, la qual és usada en una o altra forma en molts sistemes de
comunicacio.
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Matriu de control

Considerem la matriu H=V.(¢e,...,ot,), on r=n—k,

h' hl "'/tn
~ h]al hZ(XZ hnan
K(alz---:an) = :

oy hyoy™ - oy

1

B LD O s 00) £ DD ) = —————
[-][ (aj_ o)

A partir d’aquesta definicio, no és dificil veure que GH'=0 i d’aix0 resulta que
C={x€F, | xH™=0} (vegeu CC, Seccié 1.2). Direm que H és una matriu de control de C.

Generalitzacions

La matriu de control H té la forma

Via,....,e,) = V.(a,,....a,) - diagonal(h,...,h,),
amb les /1, donades en funcié de a,...,a, per la formula del paragraf anterior. Resulta,
perd, que és convenient considerar matrius amb aquesta forma, pero amb les #,+0 esco-
llides de manera independent de ,...,;,. Les matrius H=4,(h,,...,h,;04,...,&,) que s’ob-
tenen d’aquesta manera s’anomenen matrius alternants i els codis
Ap(h, 0, ¥)={xeF" | xH™=0}

s’anomenen codis alternants. Notem que aquesta definicio té sentit fins i tot quan els
components k& i &sén d’un cos F” que conté F. Amb aquesta generalitat, pero, nomes es

poden establir cotes per a la distancia minima i la dimensio:

Teorema. Siguin ki d la dimensié i la distancia minima de Ar(h, o, r). Aleshores
es compleixen les desigualtats segiients:

n—-r=2kzn—mr,d=zr+1.
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Prova: Vegeu, per exemple, CC, seccié 4.1. o

La construccid de codis alternants ens dona accés, com a casos particulars, a la
construccid de dues families importants de codis: els anomenats codis BCH (de Bose-
Chaudhuri-Hocquenghem) i els de Goppa classics.

Codis BCH. Suposem que tenim un cos F” que conté F, i sigui oc€ £, Sigui n I’ordre
de ¢, és a dir, el primer enter positiu tal que &"=1. Escollim dos nombres enters 81/ i for-
mem vectors ¢¢i it amb els termes de la progressions geometriques de » termes de raons o
i a!, respectivament. Llavors el codi 4= (h, &, 5—1) resulta ser el codi BCH sobre I" d’a-
rrel @, distancia de disseny 8 1 desplacament [ (en simbols, BCH,(c,8,0)). Els codis amb
[=1 es diu que sén codis BCH en sentit estricte 1 es posa BCH (a,8) en lloc de
BCH (e, 6,1). Com a conseqiiéncia del teorema, tenim que d= § (aquesta desigualtat s’a-
nomena cofa BCH) i n—(6—1)2k=n-m(5-1). En el cas binari (#=8), la darrera desigual-
tat es pot millorar: si 6=2¢+1, es compleix k> n—mt.

Codis de Goppa cldssics. Suposem que tenim un cos F” que conté F, un polinomi
heF[T] i elements distints a,...,o,€ F” tals que h(c;) =0 per a qualsevol i. Aleshores el
codi de Goppa associata 7 i &= («,...,c,), T'(h, &), es pot definir com el codi A, (h, &, 7),
onrésel graude 2ih = (h(e)',...h(x,)"). Com a conseqiiencia del teorema, tenim
que d=r+1 i n—=k=n-mr. En el cas binari hi ha una millora de la primera desigualtat:
si 4 no té arrels multiples, aleshores d=2r+1.

Llistat 10. Aspectes computacionals

matriu_alternant(h:Vector, a:Vector, r:Enter) := vandermonde(a,r)-matriu_diagonal(h)
matriu_alternant(a:Vector, r:Enter) := matriu_alternant(a,a,r)
codi_alternant(h:Vector, a:Vector, r:Enter)

:={h_=h, a_=a, r_=r, b_=invertir_components(a), H_=matriu_alternant(h,a,r) }
codi_alternant(h:Vector, a:Vector, r:Enter, K:Cos) := codi_alternant(h,a,r) |{K_=K}
codi_alternant(a:Vector, r:Enter):= alternant_code(a,a,r)

RS(a:Vector, k:Enter) :=
inici
local
h, n=longitud(a)

h:H;[l (@;—a) amb i en 1..n}

h=invertir_components(h)
codi_alternant(h,a,n-k)|{G_=vandermonde(a k)}|{K_= cos(a,)}
fi
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RS(F.Cos, k:Enter) :=
RS([element(j,F) amb | en 1..(cardinal(F)-1)], k)

BCH(a:Element(Cos), d:Enter, |:Enter)
inici
local n=ordre(a)

codi_alternant(série_geométrica(a’,n), série_geométrica(a,n),d-1)
fi
BCH(a:Element(Cos), d:Enter, l:Enter, K:Cos) :=
BCH(a,d, )| {K_=K}
BCH(a:Element(Cos), d:Enter) := BCH(a,d,1)
BCH(a:Element(Cos), d:Enter, K:Cos) := BCH(a,d,1,K)

goppa(g:Polinomi, a:Vector, K:Cos) 1=

goppa(g,a)| {K_=K}
goppa(g:Polinomi, a:Vector) :=
codi_aIternant(invertirkcomponents(eval(g,a)),a, grau(g))

C=RS(Zn(11),4)

i
124851097 36
|1 4593145093 gy
18 964103 2 57
1534915349

a_=[1,2,4,8,510,9,7,3,6], b_=[1,6,3,7,9,10,5.8,4,2], h =[1,2,4,85,10,9,7,3,6]. r_=4}

Algorisme de Berlekamp-Massey-Sugiyama

Sigui C=RS(a,...,0,; k). Siguin G 1 H les seves matrius generadora i de control,
respectivament, introduides a la subseccié anterior. Suposem que xeC és el vector enviat
per un canal simétric d’alfabet F, i sigui y el vector rebut. Llavors el vector e=y—x ¢és el
vector d’error. El problema de la descodificacié és reconstruir x a partir de y, suposant
que el nombre s d’errors (és a dir, el pes de ) no supera la capacitat correctora ¢ de C.
L’algoritme de Berlekamp-Massey-Sugiyama (BMS) resol aquest problema d’una
manera eficient i es pot descriure de la manera segiient:

1. Calculem la sindrome de y, que per definicio és el vector S=yH TeF™.

2. Si $=0, retornem y (com que H ¢s una matriu de control de C, S = 0 equival a

yeC, i en aquest cas, sota la hipotesi s<f, ha de ser x=y, ja que altrament
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e=y—xcC 1 el nombre d’errors seria =2d=2/+1). Podem, doncs, suposar que

S=+0. Posarem
S=(S0, 81508, ) 1 8 (2)=S 8,z +.. 1Sz

3. Sigui {o,w}=sugivama(z”, 8(z)).

4. Calculem la llista J dels indexs je {1,...,n} que compleixen o(a;")=0, i posem

s per denotar el cardinal de J. Si s<deg(o), retornar ? (el simbol d’error).

5. PerjeJ, calculem

o -1
o)

' hyo'(oy)

i formem el vector x” que resulta de canviar y, per y,+¢, en el vector y.
6. Six'H"=0, retornem x". Altrament retornem ?

Teorema. L algorisme BMS corregeix t errors.
Prova: Vegeu la seccio 4.3 de CC. ©

Remarca. L’algorisme BMS és també valid per a codis alternants, llevat que el
control d’errors és una mica més delicat (en diversos punts cal comprovar que el valor
de certes expressions, que en principi estan definides a /', és de F). En particular, doncs,

I’algorisme BMS també €s aplicable als codis BCH i de Goppa classics.

Llistat 11. Descodificacid

BMS(y:Vector, C:Codi) :=

inici

local H, h, 1, a, b, K,

S, # sindrome

Z; # variable del polinomi sindrome
S, # polinomi sindrome

I, # polinomi localitzador d'errors
e, # polinomi avaluador d’errors
M, # llista de posicions d’error

m, # un element de M

E; # llista d'errors corresponent a M
X, # un element de E

y0 # per retenir y

H=H_(C); r=r_(Q); h=h_(C); a=a_(C); b=b_(C); K=K (C)

s=y-H'
si zero?(s) aleshores
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dir("BMS >Vector del codi"”)
retornar(y)
fi
S=polinomi(s,z)
{l,e}=sugiyama(z’, S, terra(r/2))
M=positions_arrels(l,b)
si longitud(M)<grau(l) aleshores
dir("BMS >Vector no descodificable: el nombre d'arrels és incorrecte”)
retornar(0)
fi

E=null
y0=y
per m en M fer
a,aval (e,b,)
x= h,,-aval (I",b,,)

E=(E,-x)

Ym = Ym + X
fi
E={E}

si zero?(y-H") aleshores

dir("BMS >Descodificacié correcta, amb taula d'errors” | {M,E})
retornar(y)

altrament
dir("BMS >Error de descodificacié: x” no té sindrome nul-la”)
retornar(0)

fi
fi

Exemple RS[26,16,11]: corregeix fins a 5 errors. La funcié prova_descodifica-
dor(C,s) genera un element aleatori del codi, x, un error aleatori de pes s, e, i aplica el
descodificador BMS a y=x+e. Si no hi ha error del descodificador, retorna una matriu
amb files x, e, y. Si hi ha un error del descodificador, només retorna una matriu amb files
x, e. Finalment, si es produeix un error indetectable, llavors dona una matriu amb files x,
e, v, x". En aquest exemple, els elements de les matrius no es donen complets, sind
nomeés el seu logaritme discret en base ¢ (aquests logaritmes s’han calculat préviament a
la taula £; el logaritme discret de 0 es representa amb el caracter “_").

K=7,[t)/(t>~t +1); E = taula_exponents(t);
C=RS(K,10) ;

70



Recreacions computacionals de la teoria de codis correctors d'errors  SEBASTIA XAMBO DESCAMPS

abreujar(prova_descodificador(C,3),E)
1225 3 23 20159 198 52 172 1262 910 015 4. 13 7 11. .2 22
14 7 6

12 25323201591988217 2131529100 1525137 11 2 22

abreujar(prova_descodificador(C,5),E)
9115872225125 15 106461 96 13 2022 19 23
21 14 15 _ _ 423

196 158724251211 _154 _ 6461 _96 13 20 22 19 23

abreujar(prova_descodificador(C,6),E)
4188252381012 02491119411 58125824107 2213 18
3 _ .8’ s w0 _2_ 3

En la primera i segona prova s’han simulat 3 i 5 errors, respectivament, i el des-
codificador els ha sabut corregir. En el tercer exemple s’han simulat 6 errors, i s’ha pro-
duit un error del descodificador (notem que el nombre d’errors és superior a la capacitat
correctora).
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ABSTRACT

We give examples of how mathematical modelling is used to model processes in sport. We start
by giving a general overview of areas currently employing mathematical tools to analyze the processes
involved. We then go onto look in more detail at the use of mathematics to model the physiological
response to exercise. It should also be noted that this area is not only fundamental to the science of
technique and training methodology in sport but are also fundamental areas of medicine. As a result
improvements in the mathematical analysis of such problems will have far reaching benefits.

1. INTRODUCTION

Mathematics has many uses in sport from the statistical analysis of games of foot-
ball to the design of sports equipment. Here we will concentrate mainly on the use of
mathematics to model and analyze the physiological response of the body to exercise.
We will start however with a short review of the use of mathematics in biomechanics.

2. MATHEMATICAL MODELLING AND ANALYSIS IN BIOMECHANICS

Biomechanics is the science that examines forces acting upon and within a biolo-
gical structure and the effects produced by such forces. A introduction to the biomecha-
nical response to exercise can be found in Nigg and Herzog [47], see also Cavanagh [20]
for a introduction to the biomechanics of distance running. Such types of analysis are
used in many areas of sport to analyze technique so as to improve performance and also
to investigate the causes of injuries and look for methods for how to prevent them.
Another very interesting area of biomechanics involves looking at the motion of and
forces applied to the foot during walking and running, see for example De Clerque et al
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[25], De Wit et al [24], Robbins et al [53, 54, 55] and Hennig et al [30]. Such studies
investigate the biomechanical functions of the foot and can be used to identify unnatural
motions likely to cause injuries in an athlete. Many of these studies also compare the
motion of the foot when running barefoot and shod and hence can be used to help impro-
ve the design of running shoes and see wether the shoe is preventing or causing injuries.

Other areas of biomechanics involve the analysis of the time series of forces exer-
ted on or by the body such as ground reaction forces. Stirling and Zakynthinakis [72]
used tools from dynamical systems to model the ground reaction forces at the feet of a
person standing on a force platform and hence show how an athlete regains stability
following being pushed out of balance. Zakynthinaki and Stirling [72], and Gajewski
[28] used Fourier analysis to analyze tremor during muscular failure. In this work
Fourier analysis was used to analyze the frequency spectrum of the time series of the
forces produced when carrying an exercise out until muscular failure. This work has
practical uses in the prediction of imminent failure and hence maximal training loads. [t
can also be used to detect premature failure when testing for maximum load an athlete
can cope with.

Animation tools are also of much use in biomechanics especially for the visuali-
zation and correction of technique. For example such tools can be used to look for and
hence correct nonalignment of relevant parts of the body to the direction of motion.
Improvements in this area can lead to a more efticient technique and hence a better per-
formance and also a reduction in the number of injuries an athlete suffers. One such tool
is that developed by Ng-Thow-Hing, V., Faloutsos [46].

3. MODELS OF THE PHYSIOLOGICAL RESPONSE TO EXERCISE

We present a review of some of the models currently used to describe the physio-
logical response to exercise (see Billat et al [11] for a review of some other models not
presented here and also Stirling et al [60] for models using dynamical systems). We shall
focus on the modelling of the heart rate HR(?), volume of oxygen uptake (breathed in)
per unit time VO,(1), the lactate concentration levels in the blood, BLa (1) and velocity, U
as these are the most commonly used variables to define exercise intensity and fitness
levels. For more details on exercise physiology see Astrand et al [1], Martin and Coe
[41], Wasserman et al [65] and Wilmore and Costill [70].

3.1 Heart rate kinematics

According to Martin and Coe [41] “If there is one single physiological variable
that identifies the total stress load under which an athlete is performing, it is the heart
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rate”. Heart rate monitors are now commonly used by athletes to monitor the training
intensity (see Burke [19], Martin and Coe [41], Daniels [22] and Mille-Hamard et al
[43]), the bodies response to training sessions with increased fitness levels and the over
all health status of the athlete (ie. overtraining and excessive levels of tiredness) found
for example via the resting heart rate levels. These monitors are capable of recording
beat to beat intervals for the heart and allow one to down load this information for analy-
sis as a time series to a computer, see figures 1 and 2.

From figure 1 we can see that assuming the distance covered in all of the 3 minu-
te repetitions was the same and other conditions (see 3.1.3) were equal then there are
two obvious conclusions. Firstly that as the training session progresses then it becomes
more demanding for the body, this is reflected in the increase in both the peak heart rate
attained during a repetition and the minimum heart rate achieved during the 3 minute
recovery. Secondly as the second time series has a lower heart rate through out the whole
training session than the first then the body was more able to cope with the exercise and
hence the athlete is getting fitter. We can also see when we compare figures 1 and 2 that
the timeseries for the heart rate reflects the particular training session, hence the diffe-
rences in the two figures.

3.1.1 On the relationship between HR and VO,
Functionally we have two hearts, with the right heart delivering blood to the lungs
and the left everywhere else. The two primary operating variables of each heart are the
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Figure 1. Heart rate data of the author, (5 second average) from two separate training session of 5
repetitions of 3 minutes at VVO,,,,, with 3 minutes recovery at 50% UVO,,,,, between repetitions.
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heart rate, HR and the volume pumped per beat, the stroke volume, Q.. The cardiac out-
put is the product of heart rate and stroke volume

CO=HR . 0O, (ml or L of blood) (1)

The cardiac output must equal venus return as the heart can only deliver to the
arterial side of the body blood which returns to it from the venus side. At rest venus
return is controlled by 4 principle factors: the tone or caliber of the venus vessels, the
position of the body in space, the total blood volume and the depth of breathing. Upon
exercising the milking action of the skeletal muscles help push blood through the veins
towards the heart.

L0 00.0 005:00.0 0:10:00.0 o:15.00.C 020000 0250600 0.30.00.0 0.35.00.0 Time

Figure 2. Heart rate data of the author, (5 second average) from a training session of 4 sets of 4 repetitions
of 455 at maximum speed with 30 seconds recovery jogging between repetitions and 5 minutes recovery
jogging hetween sets.

When blood is sampled from the coronary arteries and from the coronary venus
sinus and analyzed for its O, content, we find a very large amount of O, has been removed,
(termed the arteriovenous O, difference aV 0%, ie. the difference between the mixed
venous blood O, concentration and the arterial blood O, concentration).

It is found that the maximum heart rate HR,,, is either unchanged or slightly
reduced by endurance training, and the maximum value of the arteriovenous O, diffe-
rence aV Of peaks at about 16ml/dl. It is observed that in the trained heart as a result of
cardiac chamber enlargement, the stroke volume at any given work load is larger and the
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heart rate is lower, hence increasing the available perfusion time, resulting in an increase
in the bodies aerobic power.

V'(_)2 is equal to the product of cardiac output CO and the O, extracted from the
blood, aV 0.

VO,=HR . Q, . aVOs 2)

This relationship between the /R and V0, is relatively simple, though not trivial
as neither O, nor a¥ 04 are constant. Both (), and aV Of are functions of exercise inten-
sity, fitness and time. It is believed that the cardiac output, CO and heart rate HR nor-
mally increase linearly with VO, during increasing work rate exercise. Notice this linear
relationship can only be true if we reach HR,,, at the same time as we reach VO,
which isn’t necessarily the case. Swain et al [62, 63] found the %HR™ is approximately
equal to the % V'O;* on average for a large population of runners, (where the reserve for
L e
and HR,,,. being the minimum and maximum heart rates respectively and VOymin VO
being the minimum and maximum VO, respectively). This relationship however needs

to be understood on an individual basis as the deviation from the %HR™ vs %V 0,
curve is large.

the heart rate 26HR™= -100%, with HR,,,,

3.1.2 A model for HR(f)

It has been found that the heart rate AR, like the V0,, is an exponential like func-
tion of both the speed (or intensity) ¥, and the time 7. The relationship is such that the HR
at which we plateau out at (i.e. HR = 0) given sufficient time is determined by the inten-
sity of the exercise and an additional slow component and drift. In Engelen et al [26]
(see also Linnarsson [39]) they model both the on and off kinetics for the VO, and HR
response to exercise. Here we look at the on/off response for the HR. The “on” response
corresponds to how the heart rate reacts to an increase in the intensity of the exercise to
a new higher level intensity. HR,, is modelled as

s
HR_, =HR, + A,(1—e ) phasel

(=10

+A4,(1-e¢ 7 ) phase2

-0y
+d4,(1-e 2 ) slow component

&)
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The off kinetics correspond to how the heart rate reacts to a decrease in the inten-
sity of the exercise to a new lower level of intensity. AR,y is modelled as

HR, ;= HRg,, —0 phasel
(t=TD)
—A,(1—-e  © ) phasel
_(t-TD)
—A,(1—e ™ ). slow component

C]

The parameters are very similar to those used used to model the on and off VO,
kinetics (see section 3.2.5 for a description). The magnitude of the parameters reflects the
intensity of the exercise. Note there is no rapidly decreasing phase 1 term unlike in the off
kinematics for the ¥O,. However like in the off kinematics for the V0, the time delay is
common, for the same reasons as described there (see section 3.2.5).

3.1.3 Other factors effecting the heart rate

Heart rate can be effected by many other variables, other than the intensity of the
exercise. Some of these variables can be controlled and some cannot hence to unders-
tand the heart rate dynamics one needs to understand how the following variables may
effect the time series.

Temperature - High temperature and humidity causes an elevation in the heart
rate. Heart rate shows the lowest value at an outside temperature of about 20 degrees
centigrade. High surrounding temperate and air humidity place greater demands on the
body during physical exercise. For equal work loads an increase in the surrounding tem-
perature and or humidity will result in an increased heart rate. This is because the
demands on the bodies heat regulation system are increased, requiring increased pro-
duction of perspiration, and an increased blood flow in the capillaries of the skin. To do
this we require an increase in the fluid loss. This decreases the circulating blood volume
and diminishes the blood supply to the heart, which the body will compensate for by
increasing the heart rate. This shows why during extended exercise efforts it is essential
to intake fluids and cool the body sufficiently so as to prevent dehydration and hence
enable peak performances. At equal sub maximal efforts it is often assumed that for each
degree centigrade rise in temperature we have an approximate 10 to 15 beats per minute
increase in heart rate. Obviously at maximal efforts when the heart rate is at HR,,,, we
cannot increase the heart rate. It should also be noted that in hot and humid conditions
the time an athlete can remain exercising at a particular intensity will also decrease.

Age - with age the HR,,,, gradually decreases.

Over-training, insufficient recovery and illness - Depending on the type of over-
training the morning pulse may be higher or extremely low. As a result of over-training
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a lag in the increase of the heart rate R with high intensity exercise may be observed.
Another result of over-training is the fact that the maximum heart rate HR,,,, may no lon-
ger be obtainable. Over-training therefore results in a completely different heart rate
response both during exercise and at rest.

Nutrition and hydration- Adequate nutrition and hydration can improve perform-
ance in endurance events resulting in a lower HR at a given intensity.

Altitude - HR,,, decreases upon the first few hours after an athlete arrives at high
altitude. This is however followed by an increase, which is approximately 10% at
2000m and 45% at 4500m when compared with sea level values for AR,

Depending on the altitude the HR,,, will return to sea level values or lower after
some days acclimatization. In fact this is used as a good sign of acclimatization.

Medication - Various medications can effect the heart rate (ie. beta blockers have
been shown to decrease both the AR, and the HR,,.).

Infectious disease - A fever can lead to an increase in the IR, of 10 to 15 beats
for every degree temperature rise. Also during sub-maximal efforts the AR shows a dif-
ferent pattern. HR,,, is also increased during recovery from infectious deceases.

Mental activity - Mental stress can effect HR.

3.2 VO, kinematics

VO, can be defined as the volume of oxygen we breath in (uptake) per unit time.
V0,,,. is the maximal limit of the ability to increase ¥ 0,, further increase in intensity
do not yield a larger ¥O,. This is referred to as the aerobic capacity, maximal oxygen
uptake or VO,,,.. Below the lactate threshold, LT (see section see section 3.3.1 for a def-
inition and discussion of the lactate threshold) the rate of increase in ¥O, uptake and
demand is an approximately linear function of exercise intensity, whilst above the lacta-
te threshold the function is nonlinear.

The ¥ O(f) can be measured as a time series using breath by breath analysis equip-
ment. Such recording are often taken in a lab whilst the athlete runs on a treadmill at
various speeds however portable devices are also now available. It is also common to
measure the volume of other gases other than the O, in each intake our outtake of breath.
In this way it is possible to measure the chemical content of the gases we inspire and
expire.

Figure 3 shows the on transient kinetics of ¥O(#) for four different intensities. It
can be seen that moderate intensity shows an exponential like rise and plateau. The same
can be seen in the response to a heavy exercise intensity, though this time there is a delay
in reaching the plateau or steady state ¥Q,. For very heavy intensity exercise the plate-
au is the ¥0,,,., there is also a delay in reaching this plateau. For the severe intensity
exercise the VO(?) rises very steeply until it is limited by the ¥ O,,., which then beco-
mes the plateau for remaining time the exercise can be carried out at.
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Figure 3. A Sketch of the on transient kinetics of VO,(t) time series response to four different exercise
intensities. Where moderate intensity exercise is below the LT, heavy is below the critical velocity U,

(see section 3.4), very heavy is such that the oxygen demand is slightly greater than or equal to the VO,,,,
and severe is such that the oxygen demand is far greater than the VO,,,.

Note if the exercise is to severe then the athlete may have to stop due to fatigue
before they reach the ¥O,,,.. Figure 4 shows the off transient kinetics for the ¥O,(¢). In
other words it shows how the VO,(¢) reduces as the body recovers to a new lower oxy-
gen demand following exercise of different intensities.

3.2.1 Anaerobic capacity or oxygen deficit

The oxygen deficit is defined as the integral with respect to time of the difference
between the oxygen demand for that particular exercise intensity and the oxygen uptake
during the whole exercise bout (for a review see Saltin [56, 57], and Bangsbo [3, 4, 5]).
It is used to quantify the anaerobic energy contribution (see section 3.3 for definition of
the anaerobic energy contribution) to the work performed (see Saltin [56, 57], Bangsbo
[3, 4, 5] and Medbo [42]). In short term non intense exercise below the lactate threshold,
there is no problem, the problem arises during intense exhaustive exercise. If the work
exhausts the subject in a short duration it is likely that the maximum oxygen deficit is rea-
ched. Energy costs or oxygen demands must be accurately known to calculate the oxygen
deficit. This is not difficult at sub maximal work loads below the lactate threshold where
the steady state oxygen uptake (ie the plateau, see in the ¥O, vs ¢ curve) represents the
oxygen demand. At exhaustive exercise, however the nature of the true cost is more com-
plicated. The problem being that we cannot extrapolate from the sub maximal linear rela-
tionship as this would underestimate the oxygen deficit. We also cannot assume that the
mechanical efficiency the subject remains constant with increasing intensity.

[t can be shown that the higher the intensity of the exercise the lower the mechan-
ical efficiency of the athlete (see Saltin [56, 57], and Bangsbo [3]). It can be shown that
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Figure 4. A Sketch of the off transient kinetics of VO,(t) time series response to recovery (ie. to a lesser
oxygen demand) from four different exercise intensities.

exercise involving more muscle mass results in a higher oxygen deficit. This can be seen
in the fact that whole body exercise such as swimming or rowing have a maximal oxy-
gen deficit more than 50% larger.

3.2.2 Three phase for pulmonary Vo,

Hill and Lupton [31], recognized that the pulmonary V0, rises approximately
exponentially following the onset of moderate exercise. With more modern tools (breath
by breath analysis) and “excessive” averaging, three phases can be observed in the rise
of VO, (see Whipp [68]) . Phase 1 occurs in the first 15 to 25 seconds. The rise in VO, is
believed to be due primary to increased cardiac output and secondarily to changes in
mixed venous @, content and lung gas stores. Phase 2 follows this, and in this phase
there is an exponential rise to a steady state level of VO, for moderate exercise below the
lactate threshold, LT. Phase 3 represents the new steady state level of ¥O,, when it is
achieved (ie. below LT). For exercise intensities above that corresponding to the lactate
threshold however the VO, kinetics is more complicated than the mono exponential
model described above for moderate (below LT) intensities of exercise. Instead we have
an additional slow component.

Hill and Stevens [33] conclude that “at the onset of exercise in the severe inten-
sity domain, VO, is initially driven toward the O, demand, and then is limited by the
achievable VOEVOE!,eak” Where VOQPMZ ¥0,,.. unless we have premature fatigue (see
also the curve labelled severe in figure 3).

3.2.3 VO, slow component

Below the L7, VO, reaches a steady state after 3 minutes of constant work rate
exercise (Davies, di Pampero, and Cerretelli [23], Linnarsson [39], Whipp and
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Wassermann [67] because the rate of ATP (see section 3.3 for more on ATP) utilization
and aerobic regeneration of ATP becomes equal. The VO, response at higher rates of
work does not follow the steady state response (ie. a plateau). Instead at power outputs
above the lactate threshold the oxygen consumption continues to increase either to the
VO,,.. or to a delayed steady state V0,, i.e. VO, This slow drift upwards in VO,
during constant work rate exercise has been called the slow component of oxygen upta-
ke kinetics. It has been speculated that this slow component is probably associated with
ventilation, shifting of metabolic substrate from fat to carbohydrate, and or and increase
in body temperature. While others believe the most likely mechanism however is an
alteration in muscle fiber recruitment patterns, with the recruitment of more fast muscle
fibers which are less efficient (see Gaesser and Poole [27] for a review).

3.2.4 VO, drift

This is a similar but likely unrelated phenomena to that of the V0, slow compo-
nent. The phenomena is defined as a slow increase in V0, during prolonged, sub maxi-
mal, constant power output exercise. Unlike the slow component VO, drift is observed
at power outputs well below lactate threshold and the magnitude of the increase in Vo,
is much less. It is believed, to be due to an increase in ventilation, an increase in levels
of circulating catecholamines and thermo regulatory constraints, see Wilmore and
Costill [70].

3.2.5 Characterization of VO, kinematics as a function of exercise intensity,
Barstow [6]

During moderate exercise VO, reaches a new steady state within 180 seconds in
normal subjects, with little or non rise in blood lactate. The steady state VO, increases
linearly with work-rate. The time constant in phase 2 (after the first 15-20 seconds) is
constant across work intensities and appears to reflect muscle oxygen utilization kine-
tics. However when heavier exercise is performed, which elevates blood lactate through
the exercise, the ¥O, response becomes more complex. The predominant phase 2
response continues to rise exponentially with about the same time constant as for mode-
rate exercise, and the amplitude continues to be linearly related to work rate. However
an additional slowly developing rise in V0, is also usually observed, beginning 100-200
seconds into exercise. This additional VO, delays attainment of a steady state, increas-
ing the overall O, “cost” of the exercise and is statistically associated with the rate and
magnitude of increase in blood lactate. Interestingly in children (and in some elite athle-
tes see Billat [14]), neither the slow component nor the blood lactate rise as much during
heavy exercise.

VO, has been modelled in Barstow [6] using the following triple exponential
form (see also figure 5).
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Figure 5. A sketch showing the 3 phases used to model oxygen uptake kinetics.
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VO, =V0,(0) + AO“”(I— e ™ ) phase 1

¢ =TD

+ AP (1— e W ) phase 2

_(=T1D
o Az"”(l— e ) slow component
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where V0,(0) is the initial value of the VO, at time ¢ = 0. 4§", A{" and A" are the asymptotic

values, 72", 72" and 7" are the time constants, and 7D/" and TDy" are time delays for
i —TD" —(IDZ" ~TD
each exponential term. We define 4,)" = 4" (1— T ), = A (1— e e )
—(t; — TD§™
and 4,7 =A4" (1, e ] The 3 phase model is such that after £ = TD{" we
terminate phase 1 and put VO,(TD{") = VO, (0) + A, the second phase then starts and
is added to ¥O,(TD/™). Phase 2 is terminated after t = TD;", giving VO,(TD™ = VO, (0)
+ Ay + A, the third phase then starts and is added to VO, (TD#"). Phase 3 is termi-
nated after ¢ = ¢, giving VO, (t) = VO, (0) + A" + A" + Ay". Note that below the LT
there is no slow component or phase 3 and hence the model will have only 2 phases. Note
also when phase 1 is active phase 2 and the slow component are inactive due to the time
delays TD¢" and TD#” respectively. Phase 2 becomes active after ¢ = TD{", which approxi-
mately 10 seconds, followed by the slow component after 7 = TD;", which approximately

180 seconds.
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It should also be noted that many models have 4¢" = 0 as this initial cardiodyna-
mic first phase is does not directly represent muscle O, utilization (Krogh and Lindhard
[37]), instead they start the modelling after 7D¢". Also TD{" = TD;" as its not necessarily
proven that the slow component should really start after a different time delay than
phase 2. In Engelen et al [26] and Ozyener et al [49] they model the off exercise kine-
matics as well, in the following form

VOZ:EEVOZ—Au(l—e'%)—Al(l—e’@)—Az(l—e'%) 5

where the parameters are as before apart from EEVO, which is the end exercise level of
V0O, and the time delay 7D, = 7D, = TD as the phase 2 dynamics and the slow compo-
nent begin at different times during the intense exercise, but in the off phase they exist
together at the time the off phase begins. Phase 1 is believed to be present in both the on
and off responses to exercise.

3.2.6 Oxygen deficit solutions
In Bearden and Moffatt [7] they deﬁne the oxygen deficit in two ways, the tradi-
tional way O and their modified way 0, | from equations 5.

zb&n
- - r -
Orra= (VOL0) + Ay + A" + A2V~ 1) - f VO,dt )
;=0
E
Ossen = (VOO + A" + A\ + A1)t~ 1) = (" IDS") = | VOsd )
t,=0

&
f VO, dt = VO, (0).1; + Ay (t,— TD™ + A,2" (t,— TD") +
1,=0

Dy Dy e [ e
+/ A3 (1-e f))dwr/ A (1o ))dt+/ " ar(ime T
=0 Dy TDg"

def FD _ IDp-TDM i
O=— A" TD e 5 + AP (D@~ TDge™ )+ A (TDy — 10" ) -
N D" B TDy—TD" N L, =10,
= AOOn'Tuon (e P _1) ey Aion_,rlon (Q T‘rm_ —l) _ AZM.TZM (€ 41.2»” B 71) (9)
desi _ 1D _ ID&-TDP 1= TDm
Ospn=—AP"TD{" ¢ 5 + AP (TDY" — TDpre™ 7 )4 AL (IDE" —t) e %~ —
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If we look at solutions where we assume we have neither ltle first or third phase
then we have 4,=A4,=TD,=TD,=0 which gives 0,”= A4,.7,(1- ¢” @ ) which when taken

defi

in the limit that # approaches infinity gives O;*"= A4,.7,. Such solutions where there is no
slow component work for intensities below the lactate threshold and for very intense
exercise where the oxygen demand is in excess of the V' (,,,,., see Whipp [68].

3.2.7 Solutions for the time spent at VO,
Billat e al [12] used the constant velocity mono exponential version to calculate
the time spent at ¥'0,,,,. (i.e. 4;= A,= 0)solving equation 5 for 7 gives
Vo, -V 025(0)]
4,

t=-1ln [] (11)
which is the time taken to arrive at ¥O,(f). For VO,(1)=V0,,,,—0 the is term ¢ is called
the time to arrive within 6 of ¥0,,,,., T4y, 5 . We now use this and the total time spent
exercising, t/im to calculate the total time above V0,8, which we term the tlimy, _5

Wi 35, 8 = W~ Ty oy (12)

In this manner we can compare the time spent above V0,,,.—& when exercising
at other exercise intensities, if' it is believed they can be modelled sufficiently well with
the mono exponential function. For the full three phase work, we need to account for the
time delay, TD2 before the start of the slow component. We look at the solution for an
exercise duration greater than 7D2

. (=TDy
VO,(0) = A+ A, (1 ¢ % ) (155
VO,(t) - A
t =TD,—T,ln [17 ¥}
P A, (14)
Where as before we let VO,(1)=V0,,,.—8 hence ¢ becomes 74 vo,,.~5. The time
spent above V0,,,,—0 can then be found as before by using equation 12. This shows the
limitations in the current model (i.e. equation 5) as we have to be able to find 7D, before
we can predict the #limy, _5 and to do this requires a time series for that intensity. It
would be better if we could predict such quantities for other velocities other than those we
have data for, the same goes for all the other parameters. This point has been addressed in

Stirling et al [60] along with other issues regarding the smoothness of the model.
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3.3 Blood lactate BLa(t) kinematics

To understand what blood lactate is we need first to understand the chemical
equations for aerobic and anaerobic metabolism in the production of energy. The energy
released from complete cellular breakdown of fuels is stored in the form of adenosine
triphosphate (ATP). Below we present the aerobic breakdown (i.e. in the presence of
oxygen) of a carbohydrate such as glucose is given by

C,H,,0,+ 60, — 6CO, + 6H,0 + 36 ATP (15)

This is a highly efficient process which results in enormous amounts of energy for
work (ie. 364TP). Where as the anaerobic breakdown (i.e. in the absence of oxygen) of
glucose

CH ;04— 2ATP+ 2 Lactic acid «» 2H" +2LAC™ (16)

which is far less efficient (ie. only 24TP as apposed to 36 is produced). Under
physiological conditions the lactic acid produced dissociates almost immediately and
completely to lactate ions (Lac) and hydrogen ions (/7). This eventually inhibits the
enzymatic breakdown sequence as the enzymes involved in fuel breakdown operate ope-
rate within a narrow range of acidity. The accumulation of H * {ons causes much discom-
fort leading to an eventual reduction in the intensity of the exercise. Anaerobic metabo-
lism is the main source of energy for very intense short duration exercises, ie. a 400 meter
race, races over 1500 meters are have approximately a 50 : 50 balance between the two
forms of metabolism and as the duration of the race increases then so does the percentage
of the aerobic contribution. Due to the difference in the energy production in aerobic and
anaerobic metabolism the more the energy demand can be met by aerabic metabolism the
more efficient the process. This is one of the effects of increased fitness.

The concentration of blood lactate during incremental exercise reflects the diffe-
rence between the release of lactate from the muscle (muscle efflux) and the uptake of
blood lactate by muscle and other tissue. This means that the concentration of blood lac-
tate doesn’t necessarily reflect muscle lactate production. As a result it should be noted
that the accumulation of blood lactate per se does not play an underlying role in the alte-
ration of metabolic processes during exercise, (for a review see Brooks [17, 18]).
However it is still believed that blood lactate concentration is a useful tool for predicting
endurance performance and intensity of exercise training programs. One very common
training session for example is 1 or 2 repetitions of 15 to 20 minutes at a velocity corre-
sponding to the lactate threshold LT with a warm up and warm down and 5 minutes reco-
very easy running between the repetitions. The blood lactate is commonly measured at
discrete intervals in the time series in exetcise physiology labs along with the heart rate,
V0, and velocity while doing physiological testing.

86



Mathematical modelling in sport  J. R. STIRLING - M. S. ZAKYNTHINAKI

3.3.1 BlLa terminology: Lactate threshold and maximum lactate steady state

There are two obvious features of the blood lactate kinematics which are of inter-
est from both a practical and mathematical point of view. One is the lactate threshold LT
and the other is the individual anaerobic threshold, /AT. The lactate threshold, LT is not
really a threshold in mathematical sense of the word as there is no abrupt change, howe-
ver in exercise physiology it is defined as the point at which blood lactate begins to
accumulate, above resting levels during exercise of increasing intensity. This can be
seen as the point at which the gradient of the BLa vs V curve begins to rapidly increase
its gradient, see figure 6. Another way of defining it is the highest VO, or AR that can be
attained during incremental exercise before an elevation in blood lactate is observed.
This is also called the lactate break point, the onset of plasma lactate accumulation, the
anaerobic threshold and the aerobic threshold. The individual anaerobic threshold, 74T
is defined as the highest ¥O, or HR that can be maintained over time (15 to 20 minutes)
without a continual increase in the blood lactate, see figure 7. The term maximal lactate
steady state, MLSS is also used. The definition of this term is far more rigorous from a
mathematical point of view than that of the L7, however both terms are commonly used.
With training the lactate threshold occurs at a higher speed allowing the runner to run
faster without accumulating lactate in the blood. This results from a greater ability to
clear lactate from the muscles and also less lactate begin produced for the same work
rate. The ability to exercise at a high intensity without accumulating lactate is beneficial
to the athlete because lactate formulation contributes to fatigue.

-

v or Vs or HR

Figure 6. A sketch of the BLa vs v or HR or VO,, highlighting the lactate threshold, LT. Either of v, VO, or HR
are commonly used as the x axis variable.

CICLE Matematiques del segle Xxi: dels fonaments a la tecnologia 87



J.R. STIRLING - M. S. ZAKYNTHINAKI  Marhematical modelling in sport

= e
I3 Foen e = AFLSS
o
,”"//‘
-
L
//k
//
i
£ - e AL LSS
/ s =
s S < ALLSS
7 g
i
/{ o |

//

-

ﬁ/
1
L

Figura 7. A sketch of the Blavs t highlighting the maximum lactate steady state, miss.

3.3.2 The relationship between the ventilatory threshold and lactate threshold

The so called thresholds for both the ventilation and lactate accumulation have
been shown to occur together with a high correlation for metabolically normal people.
(examples and references are given in Martin and Coe [41]). There is confusion regar-
ding the terminology as there are two thresholds, and many names to describe them. The
first threshold is observed during mild work (accompanied by breathing changes and a
small rise in blood lactate concentration) the second threshold however occurs during
more intense exercise (accompanied by breathing changes and and a steady accumula-
tion of lactate).

The second threshold is the one often sensed by runners as a change in the brea-
thing intensity such that the conversation stops. At the intensity of work which results in
rapidly accumulating lactate levels elevated ventilatory removal of CO, can no longer
maintain blood acidity within reasonable limits. As blood lactate levels rapidly rise the
Ph of the blood begins to fall and the rising H* concentration provides a powerful venti-
latory stimulus.

Gaesser and Poole [27] stated that “although the blood lactate profile is well
correlated with the time course and magnitude of the V0, slow component, the rela-
tionship is coincidental rather than causal. The most likely mechanism accounting for
the slow component is muscle fibre recruitment”. There also exists work however which
dispute the coincidental relationship between a blood lactate threshold and the ventila-
tory threshold. Examples and references of work in which it was found that the anaero-
bic and lactate threshold do not coincide are show in the book of Weltman [66]. Weltman
concludes that “recent studies have examined the anaerobic, ventilatory and lactate

88



Mathematical modelling in sport  J. R. STIRLING - M. S. ZAKYNTHINAKI

thresholds... The results indicate that the three thresholds are determined by different
underlying mechanisms and reflect different phenomena.”

3.3.3 Blavst

It can be shown that for low values of exercise intensity there is a minimal
increase, if any, in blood lactate concentration with time. There are even some cases
where the concentration decreases during low-intensity exercise as blood lactate is used
as a substrate. For higher intensity exercise a velocity or power output is reached above
which the blood lactate concentration is a nonlinear increasing function of time.

3.3.4 BLa vs velocity

It can be shown that blood lactate is an exponential function of intensity or velo-
city V. If incremental exercise is carried out it can be seen that for low intensities there is
no increase from the base or resting levels of blood lactate concentration. This is so up
until the lactate threshold, after which for increasing intensities of exercise we get an
exponentially increasing value of the blood lactate concentration.
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Figura 8. A sketch of the blood lactate time series for recovery at 3 different exercise intensities (given as a
V0,,,...) from and elevated blood lactate level following hard exercise

In all anaerobic training it is of value to have active rest, ie. low intensity exercise
not exceeding a work intensity demanding above 60% of ¥0,,.. lactate is then transfe-
rred quicker from the fatigued muscles because the perfusion of the muscle is maintai-
ned at a higher level than at rest. A prerequisite is that the rest exercise intensity is low
enough not to cause further lactate formation (ie. must be below the lactate threshold).
Note that even faster returns to pre-exercise blood lactate response could be noticed at
relative work loads up to 80% of maximal oxygen uptake, ¥'O,,,. in endurance trained

2max
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individuals, this is probably below their lactate threshold. Note the difference in the
shape of the curves for different recovery intensities, (see figure 8), with 0% being
approximately linear and 60% to 80% being exponential, with 80% having the steepest
drop in BLa, see Saltin [57].

3.3.5 BLa and heart rate or VO, relationship

The relationship between the blood lactate concentration and the VO, has been
subject to debate (see Myers etal [45]). Essentially the arguments are related to wether a
continuous function can describe the blood lactate kinematics for tests of increasing
intensity. Beaver et al [8] used a regression of the log of the lactate vs the log of the Vo,
to try to highlight the lactate threshold. The lack of a threshold however was reported in
Yeh et al [71]. It was found in Hughson et al [35] that the difference in fit between the
two models is minor and it was believed the continuous models was a more appropriate
model. This continuous model also described in Myers et al [45] is an exponential func-
tion in the following form,

Bla=a+ b0 17)

where a, b, ¢ are parameters. This shows that the blood lactate can be modelled as
an exponential function of 70, (and hence HR), for ramp exercise tests. Its should be
noted that this function appears similar though not identical to the dependency of the blood
lactate on the exercise intensity of velocity, V. In fact may figures interchange the velocity,
with the 70, as the x axis measure of intensity.

Note that Billat [10] provides a method of determining the maximum lactate ste-
ady state, based on an interpolation between a value above and one below this state, see
Billat [10] for further details.

3.4 Speed: U e Vs U oy and the minimum velocity to achieve v VO ina

incremental step fest

Speed is another variable which is recorded when carrying out physiological test.
The speed at which certain physiological phenomena such as the lactate threshold L7,
maximum lactate steady state or ¥Q,,,.. occur is often calculated in such tests and then
used to set training sessions and record fitness levels. Billat and Koralsztein [9], and
Billat [14] provide a detailed review of the subject, including its history, uses, defini-
tions and protocols for determining it.

Daniels et al. [21] introduced the term velocity at ¥OJ*, or v V0,,.. which was
found as the first velocity to achieve FO7* in an incremental step test with 3 minute
increments. The velocity was found to be close to that in a 3000 m race (with an appro-
ximate duration of 9 minutes) for elite female runners. They reported it to be a very use-
ful term which combined VO and economy into a single variable, which could be
used to identify differences between various runners.
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There is a range of velocities for which there is a sustained increase in blood lac-
tate and a decrease in arterial Ph with time. VO, increases in a mono exponential way
and stabilizes at approximately 80% for at least 1.5 hours of steady exercise (in top level
marathon runners). After this time period we can get an increase in ¥'Q, due to the so
called VO, drift which is due to thermoregulatory constraints. Such effects happen at a
velocity, U .., which is the best velocity at which to race a marathon it is approximately
80% of v MOy, If we increase the velocity to v ,,,, which is equal to approximately 85%
of v VO the maximal lactate steady state occurs, when the lactate levels are stable as
the production of lactate is equal to the consumption. The time limit at this velocity is
approximately an hour.

Hill and Lupton [31] said that when using Hill as the subject, “the rate of oxygen
intake due to exercise increases as speed increases, reaching a maximum for the speeds
beyond about 256 m/min. At this particular speed, for which no further increase in O,
intake can occur, the heart, lungs, circulation, and the diffusion of oxygen to the active
muscle-fibres have attained there maximum activity. At higher speeds the requirement
of the body for oxygen is far higher but cannot be satisfied, and the oxygen debt conti-
nually increases.” They then go on to say, “Considering the case of running, there is cle-
arly a critical speed for each individual at which there is a genuine dynamic equilibrium,
breakdown being balanced by restoration, above which, however, the maximum oxygen
intake is inadequate, lactic acid accumulating, a continuously increased oxygen debt
being occurred, fatigue and exhaustion setting in.”

This critical velocity, the minimum velocity to elicit maximum oxygen uptake, or
VOp®, was defined by Moritani et al. [44] as close to the lactate threshold velocity.
Volkov et al. [64] used this minimum velocity, or critical speed to measure the maximal
aerobic capacity, the total oxygen consumption at F07“ when the subject is asked to run
at the critical speed until exhaustion. Billat [14] defines the critical velocity to be the
highest velocity for which the O, can reach a, delayed, sub maximal steady state, this
is true also for the blood lactate Poole et al [50, 51]. Like wise Hill and Ferguson [32]
demonstrated that “the v _,,, is the threshold intensity above which exercise of sufficient
duration will lead to the attainment of FO7*”, Hill et al. [34] use this in the following
definition of the severe intensity domain “the severe exercise intensity domain may be
defined as that range of work rates over which ¥0,, . can be elicited during constant-
load exercise... This upper boundary is the highest work rate for which exercise duration
is prolonged sufficiently (in this study, 136 + 17s) to allow VO, to rise to its maximal
value. The lower boundary for severe exercise is just above v, which is the highest
work rate that is sustainable for a prolonged duration and that will not elicit ¥0,,,.”.
V., is at approximately 90% of vV O,,,. for well trained distance runners. At this velo-
city Billat [14], claims there is a slow component but it doesn’t cause the ¥, to reach
Vo7, instead the VO, stabilizes at a sub maximal steady state value, (i.e. for an athlete
running at 90% of vV 0, the ¥ 0, could stabilize at 95% V0O, .). As we are above the
MLSS the concentration of blood lactate increases as we accumulate more lactate due to
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there being more produced than consumed. The time limit at this velocity is reduced to
less than 30 minutes due to rapid glycogen depletion.

Above the critical velocity (i.e. during high intensity exercise) neither the blood
lactate or VO, are stabilized and hence the V0, continues to rise till it reaches the VO,
unless fatigue sets in before V0,,,.. can be achieved. As shown in Billat and Koralsztein
[9] there are a range of velocities which will achieve VO, and there are many different
ways to estimate vV0,,,. What can also be seen is that they don’t get the minimum
velocity to achieve VO7* as it is shown that at 90% of the V¥ 0,,,.. some subjects reach
VO in a run to exhaustion. The reason for this is in the way the VV O, is determined
by step test where the velocity is incremented every few minutes where as the time to
exhaustion at 90% of the VVO,,,. is of the order of 10 times greater than the step incre-
ment.

What is also of much interest is the time limit #,,, at v VO, (this was calculated
using the three phase model in section 3.2.7) or the time to exhaustion when running at
VV O, According to Billat and Koralsztein [9] the average 7, is 6 minutes =25%.
This #,, is highly variable for groups of individuals with the same vV O,,,., but for an
individual the ¢, is reproducible (for a particular test protocol). It was shown that the 7,
at VO was correlated with the velocity at the lactate threshold (and maximal lactate
steady state) expressed as a percentage of the VVO,,... This would explain the inter
individual differences of the f,,, and suggest that the role of anaerobic contribution
should be taken into account. Billat and Koralsztein [9] also showed that the 7, at Vo
was correlated negatively with the 0V O,,,,,. Such that the runners who attained the hig-
hest vV O,,,,. spent the least time £, at VO before exhaustion.

4. CONCLUSIONS

The work presented here introduced some areas of biomechanics but focused
mainly on models of the physiological response to exercise. Though the models present-
ed here are not sophisticated from the point of view of modern mathematics, they are
what is currently used. It can be seen that there are many open problems in the field of
exercise physiology (and also biomechanics) and as a result the application of more
modern and sophisticated techniques of analysis and modelling could provide very
interesting and far reaching results. This is particularly the case with the use of tools
from time series analysis (see Kants and Schrieber [36]) and non linear dynamics (see
Guckenheimer and Holmes [29]) as most of the physiological variables have a time
series which is a nonlinear functions of time and exercise intensity.

The use of more modern methods of analysis would be of much benefit for
understanding the correlations and interactions between variables. These tools are also
of much value in improving the identification of certain features of the time series of
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physiological variables, such as the lactate threshold, LT and identifying better their
relationship with fitness and performance levels.

The use of modern mathematical methods for analysis and modelling of the pro-
cesses we have described could not only have a large impact in the development and
understanding of training methodology and the testing of athletes involved in sport but
also in medicine. Exercise physiology and biomechanics are fundamental areas of med-
icine involving not only the general health of the population but also such things as reco-
ver and recuperation following illnesses and injuries etc. The tools described here are
also used in the diagnosis of many different disorders causing exercise intolerance, see
Wasserman et al [65].
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La tecnologia fractal: de les matematiques
a I'empresa de tecnologia

Carles Puente i Baliarda
Director de Tecnologia, FRACTUS, §.A.

INTRODUCCIO

Els serveis de telecomunicacié han crescut de forma exponencial durant els
altims cinquanta anys. Molts d’aquests serveis depenen de les ones de radio per trans-
portar un dels béns més apreciats d’avui dia: la informaci6. D*aquesta manera, la radio,
la televisié i els sistemes de comunicacidé més recents han convertit les antenes en un
aparell omnipresent a la nostra vida diria, que pot competir en difusio amb els refrige-
radors, els forns i d’altres aparells quotidians.

Figura 1. Les propietats geométriques dels fractals permeten dissenyar antenes per a aplicacions diverses.

Les antenes sén una de les parts més voluminoses en un sistema de telecomuni-
cacié. La longitud de I’ona electromagnética radiada, i per tant la seva freqiiéncia, impo-
sa una forta restriccid en la mida de I’antena. El comportament de I’antena és sovint molt
sensible a la seva forma geométrica i a la seva mida en relacié amb la longitud d’ona.
Aixd té dues conseqiiéncies importants. La primera és que un cop I’antena s’ha dissenyat
per a operar a una longitud d’ona particular, rarament és Gtil per a d’altres freqiiencies
(altres longituds d’ona). Com que els sistemes de telecomunicacié operen a bandes de
freqiiéncia separades, per tal de no interferir-se els uns amb els altres, s’ha de comptar
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habitualment amb una antena individual per a cada sistema. La segona és que un cop
assignada la banda freqiiencial d’un servei en particular, i per tant la longitud d’ona de
treball, I’antena no es pot fer arbitrariament petita, a causa de la dependeéncia del com-
portament de ["antena amb la longitud d’ona.

La tecnologia fractal déna solucions a aquestes limitacions de les antenes con-
vencionals. Aquesta tecnologia permet dissenyar antenes multibanda o multifreqiiéncia,
€s a dir, antenes capaces de ser compartides per multiples serveis de comunicacions que
operin simultaniament, i dissenyar antenes miniatura, és a dir, antenes que s6n capaces
de radiar eficientment tot i la seva mida reduida en relacié amb la longitud d’ona.

TECNOLOGIA FRACTAL

Un objecte fractal és un objecte matematic abstracte, que, no obstant aixo, ser-
veix per descriure geometries existents en la naturalesa. Aixi doncs, diverses formes
naturals, com ara les muntanyes, les falgueres, la distribucio de galaxies a I'univers, els
bronquis del sistema pulmonar, les ramificacions dels arbres, els navols, els llamps, o
les costes continentals, per citar alguns exemples, es caracteritzen molt millor des del
punt de vista de la geometria fractal que des del punt de vista de la geometria tradicional
euclidiana. Les formes fractals es van comencar a estudiar el segle X1x, pero no va ser
fins al segle xx, a la década dels setanta i de la ma del matematic Benoit B. Mandelbrot,
quan es va utilitzar per primer cop el terme feoria fractal com a alternativa per descriu-
re algunes formes geometriques, que, per incomprensibles o rebuscades, havien estat
deixades de banda per la matematica tradicional.

Figura 2. Exemples de formes fractals que es poden trobar a la naturalesa.
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Les formes fractals es caracteritzen per dues propietats importants: 1’autosimili-
tud i la dimensid fractal.

Autosimilitud: Una estructura és autosimilar si es pot descompondre arbitraria-
ment en petites peces, i cadascuna d’elles és una petita réplica de I’estructura total. Es
important destacar que les petites peces puguin, en realitat, obtenir-se de I’estructura total
per transformacio de versemblanga, €s a dir, cada petita peca de 1’estructura total pot €sser
vista com una coOpia a diferents escales. Tot i que aquesta propietat d’autosimilitud s’ob-
serva en moltes geometries fractals, i és la més facil de detectar a simple vista en un objec-
te d’aquest tipus, no €s necessari que un fractal sigui estrictament autosimilar. Les formes
fractals sén figures geométriques que es caracteritzen, sobretot, per tenir una dimensié no
sencera, o almenys una dimensidé més gran que les geometries convencionals.

Dimensié fractal: La dimensio fractal és una extensio de la definicié de dimen-
sid convencional utilitzada per a les formes euclidianes. Una possible forma de calcular-
ho és: donada una estructura autosimilar, existeix una relacio entre el factor de reduccid
s i el nombre de répliques NV en qué I’estructura es descomposa. Aleshores tenim:

log N
p

1
log <

on:

—D és dimensi¢ d’autosimilitud, encara que sovint es designa per D, per diferen-
ciar-la d’altres versions de la dimensi6 fractal.

—N és el nombre de copies idéntiques en que es pot dividir I’estructura.

—s és el factor de reduccio entre ’objecte i les copies de primer nivell que des-
componen I’estructura.

Com es pot comprovar a la figura 3, aplicant la formula anterior a dues formes
geométriques euclidianes, un quadrat i un cub, es pot extreure el nombre de copies idén-
tiques en les quals es pot dividir la forma geometrica particular. Un quadrat es pot divi-
dir en N=4 copies idéntiques i un cub es pot dividir en N=8 copies idéntiques. Com s’ob-
serva, aquesta definici6 de dimensio ens dona 2 en cas de I’estructura plana, i 3 en cas de
I’estructura volumetrica.

N=(1/s)P"2? N=(1/5)P=2}

Figura 3. Exemple d'aplicacio de la formula de fa dimensic D a dos objectes euclidians convencionals.
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En canvi, quan volem fer el mateix calcul pero ara aplicat a dues formes geometri-
ques fractals (vegeu figura 4), the Sierpinski Gasket (la qual pot ser dividida en tres copies
idéntiques amb un factor d’escala de 2) i the Sierpinski Carpet (la qual pot ser dividida en
8 copies identiques amb un factor d’escala de 3), s’obtenen dimensions no senceres.

The Sierpinski Gasket

Figura 4. Exemple d'aplicacié de la férmula de la dimensic D a formes fractals.

Alguns exemples de formes o corbes fractals sén: la corba de Koch, que data de
principis del segle xx, la creu gotica, el conjunt de Cantor, el triangle de Sierpinski o la
corba de Hilbert.

Es pot observar a la figura 5 en qué consisteix una forma o corba fractal. Amb una
dimensio fractal de D=1.26, la corba de Koch creix per 4/3 a cada iteracio fractal fins a
una longitud infinita. Una corba infinita en un espai finit amb una dimensié més gran
que la unitat. Aixd és possible pel que significa la geometria fractal i confirma que la
corba de Koch, tot i ser un objecte curvilini, tendeix a «omplir» I’area del pla de forma
més eficientment que una corba d’1D convencional.

La rad per la qual el disseny fractal d’antenes apareix com un cami atractiu per al
seu disseny doble. D’una banda perqué una antena autosimilar (que conté moltes copies
d’ella mateixa en escales diferents) permet operar de manera similar en diferents longi-
tuds d’ona. Es a dir, que I’antena manté les caracteristiques de radiacié similars a través
de les diferents bandes, com és I’exemple del monopol de Sierpinski (vegeu figures 6 i
7). Daltra banda, perqué les propietats de farciment espacial d’algunes formes basades
en fractals (la dimensi6 fractal) permet a les antenes petites amb formes fractals aconse-
guir un millor aprofitament del petit espai circumdant i d’aquesta manera poden radiar
més eficientment, com €s el cas del monopol de Hilbert.
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Figura 5. Construccié de les cinc primeres iteracions de la corba fractal de Koch. La corba creix
exponencialment a cada nova iteracid.

Figura 6. Monopol tradicional i monopol de
Sierpinski. Es pot observar que mentre que el
monopol tradicional té una Unica frequéncia de
ressonancia (o de treball), el de Sierpinski té cinc
freqiéncies de ressonancia, és a dir, opera de
manera similar en cinc freqaéncies diferents.

f (GHz)

Figura 7. Comportament muitibanda del monopol de Sierpinski, tantes bandes com iteracions fractals.
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Com es pot observar a la figura anterior (fig. 7), el monopol de Sierpinski t€ un
comportament multibanda, ja que es comporta de manera similar per a diferents fre-
qiiéncies, tantes freqiiéncies com iteracions fractals. En aquest cas, la figura representa
el comportament multibanda del monopol de Sierpinski de cinc iteracions fractals, fet
que es pot veure a la figura 6.

FRACTUS, UNA EMPRESA DE TECNOLOGIA

Fractus és ’empresa capdavantera arreu del mon en I’aplicacio de la tecnologia
fractal al disseny d’antenes multibanda i miniatura. Aprofitant les propietats caracteristi-
ques de la geometria fractal, I’empresa desenvolupa i comercialitza antenes de mida
reduida, que, a més sén capaces de combinar en un unic dispositiu diversos sistemes de
comunicacié que operen simultaniament. I’equip d’investigadors de Fractus va ser el
primer a demostrar les propietats multibanda de les antenes inspirades en formes frac-
tals, aixi com el seu excel-lent comportament en entorns de dimensions reduides.
Gracies a les particulars propietats dels fractals, aquestes antenes poden operar simulta-
niament en multiples bandes amb parametres radioeléctrics semblants; a més, aquestes
mateixes propietats permeten reduir el pes i la mida de les antenes, minimitzant I’im-
pacte mediambiental que provoquen avui les estructures actuals.

(b)

Figura 8. (a) Antena Fractus de BTS, (b) Antena Fractus de BTS en el cel de la ciutat de Barcelona. Lantena
presenta una mida reduida, comparada amb les antenes que empren la tecnologia tradicional.

Les propietats d’aquesta nova generacié d’antenes troben aplicacid en diversos
entorns de la vida quotidiana. Un dels exemples clars és la racionalitzacié dels desple-
gaments de les xarxes d’estacions base (BTS) per a telefonia mobil. La tecnologia frac-
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tal multibanda permet integrar en una Unica antena els sistemes de telefonia actuals
(GSM, DCS), conjuntament amb la futura tercera generacié de sistemes de comunicacio
mobil (€s la també anomenada tecnologia UMTS). D’aquesta manera es facilita el des-
plegament i I"actualitzacié de les xarxes amb els serveis més avangats, a I’hora que es
racionalitza i es minimitza I’impacte mediambiental de les instal-lacions existents.
Gracies als productes desenvolupats amb aquesta tecnologia, Fractus ha estat el princi-
pal proveidor de la xarxa de comunicacions europea més gran que ha desplegat la pri-
mera fase del sistema UMTS.

Un altre entorn d’aplicacio d’aquesta tecnologia és el sector de 1’automocid. La
radio ha deixat d’ésser Iuinic sistema de comunicacions que incorporen els cotxes,
principalment gracies a la progressiva introducci6 en els vehicles de la telefonia mobil
i dels sistemes de radionavegacio via satel-1it (GPS). En aquest cas, la tecnologia frac-
tal permet integrar en un sol component del vehicle els tres serveis esmentats, alhora
que elimina qualsevol altre tipus d’antena de la superficie exterior del cotxe. Per intro-
duir-se en el dificil sector de 1’automocio, Fractus va establir una alianca estratégica
amb una multinacional catalana del sector d’automocié FICOSA INTERNATIONAL,
fruit de la qual ha estat la creacié de ’empresa conjunta A® (Advanced Automotive
Antennas, S.L.).

8 Figura 9. Implantacié de la tecnologia fractal per
= fer antenes en el sector de I'automocic. El mirall

_ retrovisor és un dels llocs on poden ser col-locades
m les antenes, per la seva petita mida.

L’aparicio de les antenes fractals permet visionar un gran nombre de noves apli-
cacions en I’ambit de les tecnologies de la informacid i de les comunicacions. Aquest
inédit principi de disseny suposa un notable avang en el disseny de dos tipus d’antenes
tradicionalment dificultoses: les multibanda i les miniatura. Ambdds tipus son d’espe-
cial interés en I’entorn de sistemes de telecomunicacid actuals, en especial en els sis-
temes mobils i en aquells sistemes on la integraci6 de serveis suposi I’aparicio de
noves aplicacions, com ara els sistemes d’identificacio per radio freqiiéncia (RFID) i
els de miniaturitzacié de components i circuits integrats en la inddstria dels semicon-
ductors.
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Recentment, I’empresa ha estat pionera també en la introduccio de la tecnologia en
les antenes dels aparells de telefonia mobil, on la necessitat de miniaturitzacié de ’antena
(obligada per la constant reduccio de la mida dels aparells) i de la integracié de multiples
serveis és una tendéncia clarament manifesta.

H Footh
= o TOS s T - il {1900 f84 M)
RET=CTISE S

Figura 10. Implantacic de la tecnologia fractal per fer antenes per a teléfons mobil. Es pot observar
clarament com la tecnologia fractal permet tenir en una sola antena un comportament multibanda.

Actualment la plantilla de Fractus esta integrada per trenta-cinc persones, I’am-
plia majoria enginyers de telecomunicacié o enginyers industrials. I’empresa té tres
doctors en enginyeria de telecomunicacio6 i dos enginyers doctorands que estan fent la
seva tesi doctoral a ’empresa. El contrapés al perfil necessariament tecnologic d’apro-
ximadament la meitat dels treballadors de I’empresa el dona un solid equip amb una
amplia formacié i experiéncia en I’area de la gestio 1 la direccio d’empreses. Segons la
seva vocacio de projeccio internacional, ’equip huma de Fractus té un marcat caire mul-
ticultural. Aixi doncs, tot i que la base principal esta constituida per gent del nostre pais,
I’empresa té treballadors de Franga, Suissa, Alemanya, els Estats Units, Costa Rica, el
Regne Unit i Australia. La seu de I’empresa és a Sant Cugat del Valles.

Un dels aspectes clau en la creacio de I"empresa va ser I’obtencio del Gran
Premi IST del desembre de 1998, atorgat per la Comissié Europea i el Consell Europeu
per a la Ciéncia Aplicada i I’Enginyeria (EuroCASE). El premi ha estat una magnifica
targeta de presentacio per als diversos clients i partners tecnologics d’arreu del mén.
Aix0, juntament amb la vocacié i I’experiéncia internacional del nucli de Pempresa, ha
estat un factor decisiu per trencar barreres i donar des de Iinici un caire internacional al
projecte, projecte que, d’altra banda, no hauria estat possible engegar-lo en un ambit
només local.
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Figura 11. Fractus és una empresa de tecnologia amb
seu a Sant Cugat del Valles.

Des dels seus origens, Fractus ha mantingut I’esperit d’innovacié tecnologica,
cercant en cada cas els diversos entorns de la vida quotidiana que millor es podien bene-
ficiar dels avantatges de la tecnologia. D’aquesta manera, sectors tan diversos com la
telefonia mobil o I’automocié s’estan beneficiant ja avui dia d’avencos cientifics tan
abstractes pero tan propers com poden ser les matematiques fractals.
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Genomica computacional, una ciéncia interdisciplinar
Xavier Messeguer

Universitat Politécnica de Catalunya

El desenvolupament de la ciéncia no segueix un ritme constant sind que més aviat
el podriem imaginar com una successio d’esglaons: de cop i volta, un descobriment
fonamental accelera el ritme de moltes disciplines cientifiques durant un curt espai de
temps, fins que s’incorpora al corpus cientific i el ritme torna al seu curs anterior.
Sembla que la possibilitat de coneixer i manipular els genomes representa aquest desco-
briment fonamental que esta accelerant els desenvolupaments en altres disciplines, com
la fisica, la quimica, la informatica o ’estadistica.

Aquesta conferéncia pretén mostrar que és molt necessari el desenvolupament
d’aquestes altres disciplines per a la genomica, perd primer de tot caldra establir quin és
el seu objecte d’estudi. Per aquesta ra6, en primer lloc s’introduiran els conceptes biold-
gics i informatics fonamentals: genoma, gen, proteina, cost... Seguidament, s’introduiran
tres casos d’estudi, per mostrar com aquesta interdisciplinarietat ha permés resoldre’ls o,
si més no, progressar en la seva comprensio. Concretament, parlarem de com se seqjiien-
cien els genomes, de com es pot predir I’activacié dels gens i de com es poden comparar
genomes.

Internet és una eina essencial avui dia en qualsevol area de la ciéncia. El nostre
portal http.//www.lsi.upc.es/~alggen n’és un exemple, perqué hi apareixen les aplica-
cions informatiques que hem desenvolupat tant en I’ambit de la recerca com en el de la
docéncia. Relacionades amb aquesta conferéncia es poden consultar les aplicacions
PROMO, sobre la prediccio i activacié dels gens, i MALGEN, sobre la comparacié de
genomes.

1. INTRODUCCIO

En aquesta seccio introduirem els conceptes necessaris per poder entendre la con-
feréncia.
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1.1 Genomica

El genoma és el llibre d’instruccions que el cos huma necessita per viure i repro-
duir-se. Es troba dins el nucli de totes les cél-lules del cos.

Com es llegeix el genoma? Qualsevol text segueix unes pautes de lectura, per
exemple, aquest text que el lector esta llegint esta construit sobre I’alfabet a.b,c... i
segueix unes pautes que permeten la seva comprensio (paraules separades per espais,
frases separades per signes de puntuacio...). De la mateixa manera, el genoma esta cons-
tituit sobre un alfabet i té unes pautes de lectura que tot seguit explicarem.

Les lletres, les paraules i les frases

Les lletres: els cromosomes estan formats per dues cadenes de DNA entrellaga-
des i que cadascuna té quatre estructures basiques, anomenades bases, que es represen-
ten amb les lletres: 4, C, G, T.

Llavors, una cadena de DNA és una tirallonga de lletres, com

AACGTTGCTCGATTCGTATCCGTAGCTGACGCTGCATGCA...

Com que la composicio de la segona cadena ve determinada per la primera, inter-
canviant les A per les T'i les C per les G només cal enregistrar el contingut d’una cade-
na, que llegirem d’esquerra a dreta.

Per donar una idea de la grandaria d’un cromosoma, podriem dir que els cromo-
somes humans tenen la llargada de tota una enciclopédia catalana, ara bé, de mitjana, ja
que hi ha una gran variabilitat en les seves longituds. 1 seguint amb el paral-lelisme, un
cromosoma és una enciclopédia que no té ni fotografies, ni esquemes, ni mapes, ni sig-
nes de puntuacio ni espais en blanc. El lector pot agafar un text i, amb I’ordinador, treu-
re-li tots els signes de puntuaci6; observara que la comprensi6 del text és més dificil
perqué la divisio en paraules pot no ser Unica, €s a dir, hi apareix I’ambigditat. Si, a més,
es canvia totes les vocals per només una, la dificultat augmenta... i aixd que continuem
tenint moltes consonants. Doncs bé, ara es pot entendre la dificultat de llegir un text de
només quatre lletres i sense cap signe de puntuacio, com el genoma.

Les frases: podem equiparar les frases d’un text amb certes estructures que es
troben al genoma, com es veu a la figura 1.

Aquestes estructures estan formades per dues parts: la «zona promotora» iecl
«geny». La zona promotora determina sota quines circumstancies s’activa el gen, ¢s a dir,
el quan i el perque, i el gen conté la composicié de la proteina que ha de ser creada (o
sintetitzada). Efectivament, com mostra la figura 1, les frases poden estar molt allunya-
des les unes de les altres.

Les paraules: la figura 1 representa les paraules amb quadrets, i mostra que les
paraules també estan separades entre elles. Les paraules de la zona promotora acostu-
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DNA:

; ey S

Promotor /. Gen

Figura 1. Les paraules i les frases del genoma.

men a ser molt curtes (entre 5 i 20 caracters) i les del gen poden arribar a ser molt llar-
gues (milers de bases).

L'activacio del gen i la sintesi de les proteines

El procés que es desenvolupa quan el promotor s’ha activat té les tres fases que
mostra la figura 2:

Transcripcioé
RNA: —= = — S
Maduracio
RNA: =
Traduccio
Proteina

Figura 2. Sintesi de /a proteina.

Transcripcio: es copia tot el gen en una altra cadena, anomenada RNA missatger.
Maduracio: s’ajunten les paraules.

Traduccio: es tradueix aquesta informacid, per tal de sintetitzar la proteina que
executara la funcié per a la qual ha estat creada. Concretament, passem de 1’alfabet de
les bases de 4 lletres a I’alfabet dels aminoacids de 20 lletres, i la traduccié es fa de la
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manera segiient: cada tres bases consecutives determinen un Unic aminoacid. A mesura
que la proteina es va creant, es va plegant sobre ella mateixa i crea una estructura tridi-
mensional.

1.2 Cost d’un algorisme

En una primera aproximacié, la nocié de cost temporal d’un algorisme va lligada
als segons, minuts o hores que triga a executar-se. Perd amb aixd no n’hi ha prou, perque
no ens diu com creixera el temps si augmentem els casos que es tracten. Es a dir, si per
fer un tractament determinat sobre unes cadenes triguem 1 mseg, com podem tenir una
idea del que trigarfem sobre un nombre de cadenes mil vegades més gran o sobre mil
cadenes com la primera? Cal remarcar que aquesta pregunta té sentit, ja que un incre-
ment d’aquesta magnitud ha estat el creixement real de les necessitats de computacio
dels biolegs.

Per donar resposta a aquesta pregunta, associem una funcié matematica al cost de
I’algorisme. Fonamentalment, parlem de tres menes de costos: lineal, quadratic i expo-
nencial. Passem a explicar-los:

— Cost lineal: si per tractar m cadenes necessiten un temps ¢, llavors per tractar
10 m cadenes necessitarem 10 ¢, i per tractar /000 m cadenes necessitarem /000 ¢. Es a
dir, d’un mil-lisegon passem a 10 mil lisegons i a un segon, tal com ho indica el diagra-
ma segiient:

i t = 1mseg
10m —> 10t = 10 mseg
1000 m — 1000 t 1 seg

— Cost quadratic: si per tractar m cadenes es triga un temps £, llavors per trac-
tar 70 m cadenes es trigard 100 ¢... tal com ho indica el diagrama seglent:

F = t = 1 mseg
10m-——> 100t 100 mseg
1000 m —>= 1000000 t 16 min

Il

_ Exponencial: si per tractar m cadenes es triga un temps ¢, llavors per tractar
10 m cadenes es trigara 2’7 ¢... tal com ho indica el diagrama segiient:

m——> t = 1mseg
10m—> 20¢ 1 seg
1000 m —2"0° =10t = 10" anys

Il
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Aixi, es pot observar que un programa que triga 1 mseg, si multipliquem per
mil les dades passa a trigar 1 seg, si el seu cost és cost lineal; 16 min, si és quadratic i
1.000000.000000.000000 anys si té cost exponencial. Amb aquest exemple es pot veure
que els programes amb cost exponencial passen a ser intractables molt rapidament, per
molta capacitat de computacio que es tingui.

2. SEQUENCIACIO DE LES CADENES DE DNA

Entenem per seqiienciar una cadena I establiment de la successio de bases que la
formen. Els métodes informatics que podem aplicar estan determinats per les manipula-
cions que s6n possibles al laboratori:

—— Hibridacid: determina quins mots d’una longitud fixa apareixen a la cadena.
— Trets: permet copiar la cadena i trencar-la de forma aleatoria.

Passem a explicar-les.

2.1 Hibridacio

Amb aquest métode, sabem quins mots d’una longitud fixa apareixen a la cadena
i el que cal és enllacar-los d’alguna forma. Per exemple, suposem que la cadena que
volem concixer ¢s

b $.9.0.0.9.0.0.¢.0.0.¢ 04
i només sabem que conté els mots

AAC CAA GAT TGC
ACG CGG GCC TTG
ATT GGA

Com podem reconstruir-la?
La idea es mirar de superposar tots els mots de tal manera que les dues altimes
bases d’un coincideixen amb les dues primeres del segiient:

AAC
ACG
CGG
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Aquesta mateixa idea es pot expressar amb el graf sufix-prefix que es mostra a la
figura 3:

AAC < CAA GAT _TGC
: A
Y v , p s
ACG -~ CGG GCC L TTG
A \ ;
y A s
ATT— GGA

Figura 3. Graf sufix-prefix, superposant dues bases.

Aquest graf ens mostra I'existéncia d’un cami que permetra coneixer la cadena
que busquem

CAACGGATTGCC
Anem a estudiar el seu cost: tenim dos processos:

— Comparar tots els mots de dos en dos per trobar-hi les coincidéncies. Aquest
procés té cost quadratic.
__ Buscar el cami en el graf. Aquest procés ¢ cost lineal en el nostre exemple.

I ara anem als problemes que ens podem trobar amb aquest meétode. A I’exemple
que hem proposat ha estat senzill recuperar la cadena original, perd qué hauria passat
amb la cadena

CAACGGACGGATTGCC
que conté un mot repetit? Doncs que apareix un cicle en el graf i a ’hora de recuperar
la cadena original no sabriem si es tracta de I’anterior o de qualsevol de les segiients

cadenes

CAACGGACGGACGGATTGCC, CAACGGACGGACGGACGGATTGCC. .
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Es a dir, no sabem quants cops hem de recorrer el cicle. Per aquesta raé aquest
metode d’hibridacio és bo si es poden evitar les repeticions, pero, quina és la probabili-
tat que un mot es repeteixi? Aquesta qiiestio comporta la definicié d’un model estadistic
que sigui prou proper a la realitat perd que, alhora, permeti obtenir una resposta aproxi-
mada a la qiliestio que hem plantejat.

Suposem que una cadena de longitud N té N—L+7 mots de longitud L i que cada
mot ha estat generat aleatoriament, amb una distribucid equiprobable de les bases.
Llavors la probabilitat que entre N—L+/ hi hagi dos mots iguals es pot aproximar pel
nombre de possibilitats que tinc d’agafar dos mots (nombre combinatori) i multiplicar-lo
per la probabilitat que dos mots siguin iguals 4*. Si volem que la probabilitat de trobar
dos mots iguals sigui de I’'1% per L=8§, aix0 vol dir que N—L+1 ha de ser bastant petit
(~30), la qual cosa indica que aquest métode és convenient per a cadenes curtes. El valor
de 8 representa el que s’utilitza al laboratori.

2.2 Trets (shot gun)

Amb aquest métode, podem copiar la cadena tants cops com vulguem i, poste-
riorment, partir-la aleatoriament en trossos de diferent llargada i sense saber-ne 1’ordre.
Com podem aprofitar-ho? Per exemple, tenim la cadena:

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXKXX
fem les copies
XXXXXXXXXXXXKXXXXKKXKXXKXX
XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXXXXXXXKXKAKXXXKXXKXK
i les partim en trossos a I’atzar
KXXX|XXXXXXXKK|XXXXXKX|XKKXXX
XXXXXXX|XXXXX|XXXXK|XXXXXX|XXX

XXX XXXXX|XXXXXKX|XXKX|XKXXXX

Tots els trossos es troben barrejats, perd, si trobem parelles de mots en qué el
sufix de la primera coincideix amb el prefix de la segona, com en el diagrama segiient:

XXXX[XXXXXXXXX|XXXXXXX | XXXXXX
XXXXXXX|XXXXX|XXXXX|XXXXXX|XXX
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podem esperar la reconstruccié de la cadena. Suposem que en partir les tres copies n’he
obtingut els trossos:

accgt,aggt,acgatac,acctﬁa,tﬁaac,gataca,dccgtacc,gg[,acaggt,taacga,accg,taecn

llavors podem construir el graf sufix-prefix de la figura 4 i recorre’l per obtenir la cade-
na que buscavem:

accgtacctttaacgatacaggt.

Es pot observar que els trossos que estan inclosos en un altre no apareixen al graf.

tttacc
accttta
acgtacct

’x acgatac
accgt tacaggt
accg

Figura 4. Graf prefix-sufix.

|

Ara estudiem el cost d’aquest métode per trets: comparar tots els trossos dos a dos
té un cost quadratic, perd buscar el cami al graf t¢ un cost exponencial en un cas real; per
aquesta rad, aquest métode per trets només es pot fer servir en grafs no gaire grans i amb
molta capacitat de computacio.

Finalment, tractarem una de les moltes giiestions que queden pendents: quantes
copies és aconsellable fer de la primera cadena? Es clar que com més copies en fem, més
probabilitat tindrem de trobar la cadena que busquem, perd, alhora, les dimensions del
graf augmenten i el cost exponencial el pot tornar intractable, aixi que cal buscar quin
pot ser el nombre minim de copies per obtenir un resultat prou bo.

En aquest cas, el model tedric que es proposa és el segiient: suposem que tenim M
trossos de longitud d d’una cadena de longitud N escollits aleatoriament, llavors la proba-
bilitat que una base de la cadena sigui recoberta per almenys un dels trossos té la distribu-
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ci6 binomial B(M,d/N ). Si M es fa gran 1 &/N petita (és a dir, considerem cadenes molt llar-
gues) perd el seu producte es manté constant, llavors la distribucio binomial tendeix a la
distribucio de Poisson P(Md/L). Llavors la probabilitat que almenys un tros cobreixi cada
punt és /—e™MD [a qual cosa indica que si volem un recobriment del 99%, Md/L ha de
valer 4.6. Observem que Md/L representa el nombre de vegades que recobrim la cadena
original; per tant, ens déna el nombre de copies que cal fer de la cadena original.

3. PREDICCIO DE LACTIVACIO DELS GENS

Recordem de la figura 1 que la zona promotora té paraules que son curtes i estan
separades. Perque el procés de transcripcio es dugui a terme s’ha d’activar una maquina-
ria concreta, que es crea en la zona promotora i que activara el mecanisme de transcrip-
cio. Cada peca d’aquesta maquinaria €s una proteina que busca la paraula del promotor
que li correspon 1 s’hi enganxa. Aixi, en el nostre exemple de la figura 1, tres proteines
s’enganxaran a les tres paraules, altres proteines s’enganxaran a les tres primeres, i quan
tot I’aglomerat de proteines estigui acoblat, s’activara una darrera proteina, que comenga-
ra a transcriure el gen.

El nostre interés és el segilient: podem predir les bases que formen cada paraula per
métodes computacionals? Per poder-ho fer, hem de coneixer la paraula i no és un fet sen-
zill. El problema és que en el laboratori es troben cadenes petites de DNA que se sap que
contenen una paraula concreta, perd per a la mateixa paraula els experimentalistes troben
diferents composicions. Imaginem que diferents laboratoris han seqiienciat una zona al
voltant de la paraula concreta d’una zona promotora i n’han obtingut les cadenes segiients:

atgagtcaga
gtttatctetgagteacatcagea
getgagtcatgatgagteatgetg
gtgactaa

geagtcacgettgg

Amb meétodes informatics, cal buscar que tenen en comi aquestes cadenes i el
que es fa és buscar el mot més llarg que es troba en la majoria d’elles (els * indiquen
coincidéncies)

atgagtcaga
gtttatctetgagtcacatcagea
gctgagtcatgatgagtcatgetg

gecagtcacgettgg
3K % 3ok ok
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Com podem observar, el mot agtca es troba en quatre de les cinc cadenes; per
tant, suposem que €s el nucli de la paraula que busquem, i que la cadena que hem exclos
era erronia. Ara bé, en la realitat pot ser que una proteina s’hi enganxi encara que alguna
base sigui diferent, llavors cal fixar-se en el fet que en la posicio anterior a la primera
columna de @ hi ha tres g i una ¢ i a la columna anterior, tres ¢ i una g. Si en la realitat pot
ser que s’enganxi en qualsevol d’aquestes paraules hem de mirar de guardar tota aques-
ta informacio; per aquesta rad, es defineix el que s’anomena «matriu de pesos» que
doéna la freqiiéncia de cada base per a cada columna significativa. En aquest cas, obtin-
driem la matriu

a: 0 0 4 0 0 0 4
b 01 0 0 0 4 0

1 3 0 4 0 0 0
d: 30 0 0 4 0 0

on la primera fila indica el nombre de a en cada columna i les files segiients el nombre
de ¢, g i t. Observem que després de I’ultima a, apareix una columna amb ¢, g 1 ¢ tan
repartides que no afegeix informacié util.

Suposem que amb aquesta matriu hem predit paraules subratllades per la matriu
anterior a la cadena

atcggettgagtcacccaacgteagic aaaaccttccgtaaagcagtca

Observem que la primera paraula subratllada €s la que coincideix millor amb la
matriu, la segona ja no hi coincideix tan bé, ja que la segona lletra és una ¢ en lloc d’una
g, i la tercera és la que t€ pitjor coincidéncia. Aquest exemple mostra que cal assignar a
les prediccions un valor de semblanga i que hem d’acceptar com a prediccions prou
bones aquelles que no s’allunyen gaire de la millor. En aquest exemple, podriem accep-
tar fins quatre paraules, totes aquelles en les quals es conserva el nucli i varien les dues
primeres lletres.

En aquest procés, queden diverses qilestions obertes, comentarem dues:

—_ Fins a quin punt és significativa la matriu de pesos?

Es a dir, si generem aleatoriament les cadenes inicials amb la mateixa distribucio
de probabilitat que les experimentals i les alineem, quin ¢s el nombre esperat de posi-
cions que es conserven? Experimentalment, s’ha trobat que cal esperar 4 posicions con-
servades en I’exemple que us hem proposat, per la qual cosa tenir-ne 5, com en el nostre
cas, ¢s estadisticament significatiu.

— Quantes prediccions cal esperar sobre una cadena de 5.000 bases?

En una primera aproximacio, i acceptant que la matriu de pesos del nostre exem-
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ple accepta quatre possibles paraules, sabem que de 47 paraules de longitud 7 només
n’hi haura quatre d’acceptades, i aixd ve a ser una de cada 4.100. Per tant, no €s signifi-
catiu que prediem una paraula sobre una cadena de 5.000 bases.

4. COMPARACIO DE GENOMES

Primer cal explicar qué entenem per comparar dues cadenes. Si una ¢és molt més
curta, s’entén com el fet de buscar aquells llocs en qué la cadena petita apareix de mane-
ra semblant a la gran

CAATCACTCTGACGACTATCGTAGCGCGGCTACATTTCGCCAACTAATG
CA-TCTG CATCT--G

g ok ok ok ok R

Pero si son de longitud semblant, significa intentar establir una relacié un-a-un
entre les bases de cada cadena, i d’entre totes les possibles relacions, cal trobar la millor.

CATCACTACTGACGACTATCGTAGCGCGGCTATACATCTACGCC-AA-
C- TGACTGC- - ACGACTATCGT-TT- GCGGCTACACA-CTACGCACAAC

$ ok okock ok %k ok Kok kR Kk k ok ok Aok ok ok ko ckk ok kR okkok Kk

Per poder comparar alineaments, cal puntuar-los, i per aquesta rad s’assigna un
valor a cada columna. El valor de Ialineament és la suma dels valors de les columnes.
Concretament, una columna es valora de la manera segiient: si hi ha coincidéncia, un
valor positiu; si hi ha substitucid, un valor més negatiu, i si hi ha insercié/delecio (repre-
sentat per un guié) un valor més negatiu.

L algorisme que busca el millor alineament té cost quadratic, la qual cosa vol dir
que podem alinear seqiiéncies fins a unes 10.000 bases en un temps raonable (pocs
segons). Pero si el que volem fer és comparar genomes de milions de bases, €s a dir
cadenes mil vegades més grans, el cost quadratic significa que el temps de computacio
es multiplica per un milié la qual cosa el fa intractable amb els ordinadors actuals.

B
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Figura 5. Comparacio de les dues bacteries Pyrococcus abyssi de 7.790.334 bases i Pyrococcus horikoshii de
1.763.341 bases.
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En el cas de genomes semblants, hi ha un algorisme que permet donar una idea de
la semblanca entre els genomes en temps lineal. (Vegeu Figura 5).

Les linies horitzontals representen els genomes, i les linies inclinades indiguen
que hi ha trossos exactament iguals de més de 20 bases consecutives. Per tant, la imatge
creada suggereix que les parts inicials i finals dels dos genomes sén molt semblants.
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Del formalisme rigorés de Hilbert a I'Us d'eines sofistica-
des de les matematiques en la genomica no hi ha només
un segle llarg de distancia, sin6é un canvi de mentalitat i,
sobretot, el reconeixement i el convenciment que la re-
cerca en matematiques, des de les arees més basiques i
abstractes a aquelles més facils de comunicar a la socie-
tat, pot jugar un paper cada cop més cabdal en el desen-
volupament cientific i tecnologic.

Fa més de setanta anys, un rector d‘universitat a Ale-
manya deia que «la matematica és la base de tot el co-
neixement i el contenidor de tota I'alta cultura». Ara hi
podem afegir que també és la base de I'alta tecnologia,
dels grans moviments financers, de les solucions a les
complexes realitats socials...

El nostre mon es cada cop més interconnectat, i aques-
ta interconnexido augmenta el grau de complexitat. Es-
tem, doncs, immersos en un sistema complex que, alho-
ra, és fragil i inestable. Només una bona eina per a la
gestio d’aquests sistemes (siguin tecnologics, financers
o socials) pot donar resposta als problemes plantejats.
La matematica és una d’aquestes possibles eines, amb
un paper cada cop més decisiu en la gestio dels siste-
mes complexos. | aquesta és la imatge que hem volgut
transmetre en el Tercer Cicle Ferran Sunyer i Balaguer,
el contingut del qual recull aquest volum.
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