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MANUEL GRAU

| GASULLA

President de la Fundacio Caixa de Sabadell

Com a president de la Fundacio Caixa de Sabadell, em
complau presentar avui el cicle: «Les bases matemati-
ques de la civilitzacié tecnologica.» Aquest cicle t€ una
doble finalitat, d’una banda, retre homenatge a Ferran
Sunyer i Balaguer, investigador i matematic nascut a
I’Emporda i mort I’any 1967, el qual mereix el nostre re-
coneixement per la tasca que va dur a terme al llarg de la
seva vida i, especialment, per les dificultats amb qué es
va trobar a causa de la seva malaltia, ja que era tetra-
plegic de naixement.

La segona finalitat que ens proposem €s fer palesa la
importancia que tenen les matematiques en la vida
moderna, €s a dir, descobrir fins a quin punt una ciéncia
exacta com aquesta fa possible que puguem utilitzar to-
tes i cadascuna de les eines que ens posa a les mans la
tecnologia d’avui dia.

Segurament, ningd no §’imagina que les matemati-
ques, tan desconegudes per a molts —gairebé diria que
per a tots—, estiguin tan a prop de nosaltres, perd de fet
ho estan, i aixd és precisament el que vol demostrar
aquest curs que la Fundacié Caixa de Sabadell ha orga-
nitzat conjuntament amb el Centre de Recerca Mate-
matica i I'Institut d’Estudis Catalans, i amb el qual es
proposa crear un espai de reflexié 1 dialeg obert per
poder, alhora, enriquir el debat social, amb aportacions

rigoroses, i abordar també tematiques properes a la vida
social i cultural que compartim.,

Estem molt satisfets de comprovar que aquest cicle
ha tingut una molt bona rebuda, no solament entre els
estudiants, atés el valor academic que té, sind també
entre altres persones, afins 0 no a les matematiques, que
volen estar presents en aquestes conferéncies perque
consideren que poden ser interessants.

Per dur a terme aquest cicle comptarem durant algunes
setmanes amb la participacid de diverses personalitats,
grans coneixedores del tema, que oferiran les aportacions
des de diferents punts de vista. En total seran set ponents,
alguns d’ells procedents del mon de la doceéncia, com és el
cas de José Luis Ferndndez, de la Universitat Autdonoma de
Madrid, al qual vull donar una especial benvinguda. Ell
pronunciara, tot seguit, la primera conferéncia del cicle, que
porta com a titol «L.es matematiques 1 els riscos financers».

També voldria agrair a I'Institut d’Estudis Catalans, i
especialment al seu president, el senyor Manuel Castellet,
1 al senyor Jaume Aguadé, coordinador del cicle, la seva
tasca en |’organitzacio del cicle 1 la seva preséncia avui a
I’ Auditori de la Caixa de Sabadell. A tots vostes els desit-
jo que gaudeixin del curs, que vegin complertes les ex-
pectatives que s’han creat en matricular-s’hi 1 que en tre-
guin tant benefici personal com intel-lectual.

La Fundacié Caixa de Sabadell no ha oblidat les matematiques entre els temes dels seus cicles.
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MANUEL CASTELLET

President de UInstitut d’Estudis Catalans

S enyor Manuel Grau, president de la Fundacié Caixa
de Sabadell; senyor Fermi Pons, gerent de la Fundacio;
senyor José Luis Fernandez; senyor Jaume Aguadé.

He de ser forcosament molt breu perque qui ha de
tenir la paraula avui, sobretot, ha de ser el conferenciant.
Perd voldria dir quatre mots d’agraiment a la Fundacid
Caixa de Sabadell per la bona disposicié que mostra i ha
mostrat en realitzar activitats conjuntes amb I'Institut
d’Estudis Catalans.

No és aquesta la primera vegada que es produeix una
bona col-laboracié. Per exemple, la Fundacié ja patroci-
na un dels premis que atorga I'Institut cada any i també
va participar en unes jornades sobre Pompeu Fabra que
van tenir lloc el novembre a Barcelona. Avui mateix hem
estat a Palma presentant un cicle de conferéncies sobre
Ramon Llull, organitzat conjuntament per la Fundacid
Caixa de Sabadell, I'Obra social i cultural Sa Nostra i
I"Institut d’Estudis Catalans, un curs que es fara simulta-
niament a Palma i a Barcelona. Hi ha moltes més activi-
tats que ja estan en cami.

Quan el gerent de la Fundacio, el senyor Fermi Pons,
em va suggerir —perqué va ser una idea d’ell- de fer un
cicle de conferéncies sobre matematiques amb 1’objectiu
de treure una mica la por escénica que hi ha vers les

matematiques al mén— ens va semblar una excel-lent idea
i ens vam posar immediatament a treballar-hi amb en
Jaume Aguadé. El resultat ha estat una programacio de
conferéncies que seran extraordinariament atractives tant
pels temes com per les persones que les imparteixen.

Perd, a més a més, jo vull destacar la sensibilitat de
la Fundaci6 de voler dedicar aquest cicle de conferencies
a Ferran Sunyer i Balaguer.

Ferran Sunyer i Balaguer fou un matematic —nascut a
I'Emporda prop de Figueres, a Vall Déu, si mal no recor-
do— que no va anar mai a escola perque era tetraplegic;
no va fer ensenyament primari, ni el batxillerat i tam-
poc no va estudiar cap [licenciatura, perd va ser educat
amb molta cura pels seus pares, especialment per la seva
mare. Tanta cura va rebre que aixd li va permetre assolir
una educacié gairebé normal per a una persona que no
articulava bé les paraules, que no podia escriure i que
amb prou feines podia passar la pagina d’un llibre.

Ferran Sunyer tenia una intel-ligéncia fora del nor-
mal. Solia passar les tardes amb un cosi que estudiava
enginyeria industrial, 1 aixi li van caure a les mans tre-
balls de matematiques; es va adonar que en aquells 1li-
bres hi havia una cosa que no funcionava. Va escriure a
Jacques Hadamard. i d’aquesta manera es va iniciar una

El president de I'Institut d’Estudis Catalans va glossar la figura de Ferran Sunyer i Balaguer.
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c_orrespondéncia molt rica entre matematics, francesos
sobretot, 1 Ferran Sunyer, que tenia una visié extraor-
dinaria del que podien ser les matematiques, encara que
no les escrivia. Primer I'ajudava a escriure la seva mare,
i després unes cosines que es van ocupar d’ell.

Els anys quaranta, la comunitat local va descobrir el
fet i va veure que s’havia de fer alguna cosa a fi que
Sunyer pogués treballar. No podia fer de professor, i per
tanl es va provar que aconseguis una placa d’investiga-
dor al Consell Superior d’Investigacions Cientifiques.
Els anys quaranta i cinquanta la situacié del Consell no
era pas bona siné molt polititzada en una direccié; men-
tre que Ferran Sunyer tenia idees molt clares en un altre
sentit, la qual cosa li va comportar dificultats, pero va
mantenir una relacié molt intensa amb la comunitat
cientifica, 1 aixd va fer que pogués anar publicant arti-
cles, alguns dels quals premiats per I'Institut d’Estudis
Catalans de I’época. Tot plegat va fer que aconseguis un
contracte d’investigacid amb la marina americana del

L'Auditori de la Caixa de Sabadell en un moment del cicle.

qual va viure una bona temporada. Ferran Sunyer era una
persona molt agradable —no fisicament, sind pel que fa a
la mentalitat— 1 cientificament activa, que assistia amb
regularitat a congressos internacionals. Potser ha estat un
dels investigadors més importants d’aquest periode. Em
plau molt que la Fundacié Caixa de Sabadell li hagi vol-
gut dedicar aquest cicle.

Fa uns anys, la familia del matematic va crear una
fundacid, la Fundacié Ferran Sunyer Balaguer, que dota
cada any amb un premi internacional de matematiques
una monografia que posi al dia els avencos en alguna
area en que s’hagi treballat recentment. Ja anem per la
setena edicid del premi, un premi amb gran resso inter-
nacional; a part del premi en metal-lic, I’obra es publi-
ca en la série «Progress in Mathematics» de I’editorial
Birkhduser.

M’he permes allargar-me parlant de la figura de Ferran
Sunyer i Balaguer. En Jaume Aguadé ens orientard ara
sobre el cicle en general 1 sobre el ponent d’avui.
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JAUME AGUADE
Presentacio del cicle

El 1917, el matematic Johann Radon publica un teo-
rema que demostra que una funcid de dues variables es
pot recuperar a partir de les seves integrals al llarg de les
rectes del pla. L'any 1972 es patenta el primer esciner
que permel, per exemple, obtenir imatges de I'interior
del cervell, i que té per fonament teoric el teorema de
Radon. Situacions d’aquesta mena s’estan produint cons-
tantment.

Fa un parell d’anys, Peter Shor (que va rebre el
Premi Nevanlinna al Congrés Internacional de Mate-
matiques del 1998), publica un teorema que demostra
que existeix un algorisme d’eficiéncia polinomica per
a la factoritzacié d’un nombre en factors primers.
Encara que no ho sembli, €s un resultat crucial! Ara
mateix, tota la seguretat del nostre sistema (de les tran-
saccions financeres a I’aparell bel-lic) depeén de la con-
jectura —no demostrada matematicament— que un algo-
risme d’aquesta mena no pot existir. Shor n’ha trobat
un, pero aquest algorisme no funciona en cap dels ordi-
nadors actuals, si bé es podria implementar en un or-
dinador quantic, una maquina —conjectural, ara per
ara— que podria existir abans de vint anys. Els paisos
més desenvolupats estan invertint pressupostos de deu
xifres en projectes relacionats amb el disseny d’aques-
tes maquines hipotetiques.

Hi ha massa poca gent que s adoni que 'alta tec-
nologia de queé tant ens enorgullim és, essencialment,
una tecnologia matemartica. Aquestes no son pas parau-
les d’un matematic que assaja de vendre el seu produc-
te de la millor manera possible, sind que pertanyen al
qui fou fins fa poc director de recerca i desenvolupa-
ment de la petroliera Exxon, una companyia que té un
pressupost anual de recerca de 500 milions de dolars.
No ens hauria de sorprendre gens que fos precisament
la gent que esta més en contacte amb el mdn real la que
s’adonés amb més facilitat de fins a quin punt la nostra
civilitzacié tecnoldgica —com també el nostre model de
pensament i de cultura— té unes profundes bases
matematiques.

Quan escoltem la misica enregistrada en un CD, quan
ens solmelem a una ressonancia magnetica o utilitzem un
telefon mobil, la nostra atencid se centra en els sofisticats

processos d’enginyeria que sospitem que es troben al
darrere de tota aquesta tecnologia, perd ens resulta dificil
relacionar aquests avencos tecnoldgics amb avencos
matematics crucials, que s’han produit recentment o que
s’estan produint virtualment ara mateix. I si aixd succe-
eix fins i tot als matematics professionals, com podem
aconseguir que 'extraordinaria for¢a emergent de la ma-
tematica es faci evident als ulls de tota la societat?

De tot aixo és del que volem parlar en aquest cicle.
Volem posar de relleu com la matematica —pura, abs-
tracta, mil-lenaria— estd en la base de la nostra civilit-
zacid tecnologica. En la base dels grans salts tecnold-
gics hi ha, cada cop més, avangos matematics signifi-
catius. La matematica €s la gran arma secreta del nos-
tre temps.

Mentre, paradoxalment i lamentablement, va per-
dent de mica en mica el paper preeminent que ha tingut,
al llarg del temps, en la formacid cultural de les perso-
nes, la matematica controla el funcionament del nostre
mon —de les finances a la diagnosi médica. Sén els teo-
remes de la teoria de nombres —considerada durant
segles com la més «indtil» de les ciéncies matemati-
ques— els que, en darrera instancia, garanteixen el fun-
cionament d’una targeta de credit o la inviolabilitat de
les transaccions comercials electroniques. El desenvo-
lupament del calcul infinitesimal al segle xviu va anar
lligat a la matematitzacié de la naturalesa i va conduir
a una primera revolucid tecnologica. Ara, novament,
és la prictica totalitat de la matematica la que esta
matematitzant, globalment, la nostra societat.

Em complau saber que en aquest auditori hi ha
forga estudiants de matematiques. Els volem dir que
necessitem matematics multidisciplinaris que vulguin
considerar problemes del mdn real —i que tinguin el
coratge de fer-ho—, 1 també els volem dir que podran
fer-ho sense renunciar a utilitzar matematica del nivell
més alt possible. A aquests estudiants que, inevitable-
ment, reben un ensenyament esmicolat en petits atoms
escassament relacionats entre ells, potser aquest semi-
nari els ajudara a copsar la unitat intrinseca del conei-
xement matematic i la il-limitada poténcia de 1’eina
que estem posant en les seves mans.

CICLE Ferran Sunyer i Balaguer 15






Las matematicas
Y los 11€520S fmomczeros

José Luis Ferndndez Pérez



e




JOSE LUIS FERNANDEZ PEREZ

Las matemdticas y los riesgos financieros

Se afirma con frecuencia que no hay pensamiento sin
lenguaje, que no podemos pensar conceptos si no es a
través de su expresion articulada mediante el lenguaje.
En exacto paralelismo, se afirma también que, dentro del
ambito general del conocimiento, la ciencia se caracteri-
za por ser expresable en matematicas: las matematicas
son el lenguaje de la ciencia. O mejor, en la frase cldsica
de Galileo:

Sélo pueden leer el gran libro de la naturaleza aquellos
que conocen el lenguaje en que estd escrito. Y este lengua-
je es la matematica.

Formidable poder de las matemadticas que le lleva a
uno a admirarse, con Wigner [18], de

The unreasonable effectiveness of mathematics in the
natural sciences

al constatar la universalidad de las matemdticas como
lenguaje de todas las ciencias y su asombroso rango de
aplicabilidad.

En esta conferencia nos centraremos en el uso cada
vez mds demandado de las matemadticas en el estudio y
andlisis de los riesgos financieros.

Matematica e incertidumbre

La humanidad siempre se ha sentido a la vez impo-
tente y fascinada por la incertidumbre inherente al futuro.
La regularidad de las estaciones o la sucesién permanen-
te del dia y de la noche confortaban y daban seguridad a
las civilizaciones primitivas, mientras que la (entonces)
imprevisible aparicién de un cometa era universalmente
considerada como presagio de mal agiiero.

Supuso toda una revolucién para la humanidad, un
Teto a la divinidad [5], atreverse a buscar reglas en el
Comportamiento de fenémenos aleatorios, casi una con-
tradiccion. Para los griegos, aleatorio significaba «au-
sencia absoluta de orden». No fue hasta el siglo X VII en
que Huygens, Pascal, Fermat y De Moivre crean el cil-
culo de probabilidades, que proporciona un marco con-

ceptual y las herramientas pertinentes, con las que anali-
zar los fenémenos aleatorios [7].

Matematicas y comercio

Es bien posible que los primeros calculos matemati-
cos nacieran de necesidades de comercio, de trueque o
intercambio. Esta relacion entre matematicas y comercio
se ha mantenido siempre a lo largo de la historia, y como
pequefia muestra basten estos ejemplos:

e la agrimensura en Mesopotamia y en el valle del
Nilo, o el reparto conforme a la tradicion cordnica
de las herencias en la Espafia musulmana, favore-
cieron desarrollos respectivos de la trigonometria y
del dlgebra,

» ¢l insigne nimero ¢ vio la luz, entre otras razones,
cuando se hizo preciso calcular intereses continuos
de capital.

Matematica actuarial

La matemadtica, una vez que estuvo dotada del cdlcu-
lo de probabilidades, permitié el desarrollo de la ciencias
del seguro, de la llamada matemdrica actuarial [10].

Este uso de las matematicas ya trata de hacer frente a
la incertidumbre que suponen los riesgos asegurados. En
su forma mds simple, una compania aseguradora opera
de la manera siguiente: calcula el riesgo total que estd
asegurando en un cierto periodo de tiempo en funciéon de
ciertos datos estadisticos y distribuye ese montante total,
confiando en las leyes de los grandes ndmeros, entre
todos los asegurados.

Matematicas y finanzas

Daniel Bernoulli, en su andlisis de la paradoja de
San Petersburgo [4], introduce las funciones de utili-
dad y se plantea preguntas tales como: jcdmo medir la
incertidumbre?, ;jcémo enfrentarse racionalmente a
decisiones sobre eventos inciertos? Desde ahi parte un
hilo conductor que, pasando por la teoria de juegos
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JOSE LUIS FERNANDEZ PEREZ

Las matemdticas v los riesgos financieros

creada por Von Neumann y Morgenstern, llega a la teo-
ria de carteras de Markowitz y Sharpe, Premios Nobel
de Economia.

En su forma mds simple, la cuestion es la siguiente.
Tenemos dos activos, por ejemplo, acciones del BSCH y
bonos del Tesoro, cuyos valores dentro de un cierto
perfodo de tiempo son inciertos. Las rentabilidades que
pudieran tener ¢sos activos en ese periodo de tiempo son,
pues, variables aleatorias. Andlisis previos nos dicen qué
rentabilidad media podemos esperar de cada uno, y cudl
es su nivel de riesgo. Supongamos que ya hemos deter-
minado el montante total a invertir y que hemos fijado la
utilidad que la riqueza tiene para nosotros: ;cémo debe-
mos repartir de manera optima nuestra inversion entre
esos activos?

Riesgo financiero

En finanzas, el término riesgo se emplea de manera
precisa para referirse a todo tipo de incertidumbre sobre
el precio o valor de un determinado activo o posicion.

Si supiéramos con certeza que un determinado activo
va a perder un 10 % de su valor, no habria riesgo.

Sin embargo, si de un activo supiéramos que va a
subir entre un 10 % y un 20 %, pero no supiéramos cudn-
to con precision, ahf tendriamos riesgo.

Los riesgos son multiples:

* Riesgo de divisas. Tenemos ddlares que queremos
usar para invertir en euros dentro de un mes: el tipo
de cambio de ddlares a euros es incierto.

* Riesgo de reinversion. ;A qué tipo de interés po-
dremos reinvertir los cupones que vamos a percibir
por nuestra cartera de bonos del Tesoro?

* Riesgo de crédito. No hace mucho, Rusia decidio
no cumplir con el pago de los cupones de su deuda.

»[.]

. Cémo medimos la incertidumbre? En una situacion
estocdstica, es decir, si entendemos los valores, flujos o
niveles como variables aleatorias, el riesgo se mide con
la varianza. Cuanto mayor es la varianza, mayor es la
dispersién de los posibles valores, y, por tanto, hay
mayor incertidumbre.

Instrumentos financieros disenados para controlar/
transferir riesgos

El mundo financiero ha creado instrumentos que tie-
nen como misién transferir riesgos financieros entre dos
partes. Una parte elimina su incertidumbre transfiriéndo-
sela a otra parte. Vaya por delante que eliminar la incer-
tidumbre puede suponer tanto perder como ganar, en
cuanto a valor.

Veamos dos ejemplos bdsicos: los futuros y las op-
ciones.

20 CICLE Ferran Sunyer i Balaguer

o Futuros sobre citricos
Como productor de naranjas, contrato hoy la venta
dentro de tres meses (al término de la campafia) de
una parte de mi produccion a un determinado precio
K por tonelada a un comercializador. Esto es un con-
trato de futuro (a plazo). Ambas partes del contrato
estan obligadas a ejecutar la transaccion. Esto me
permite programar mis finanzas: compras, deudas...
Si dentro de tres meses el precio por tonelada resul-
ta ser P, y P > K, he perdido dinero: me hubiera
compensado no entrar en ese contrato de futuro. Por
el contrario, si P < K habré ganado.
En suma, cuando vence el contrato habré incurrido
en una ganancia neta de:

K-P
pero he eliminado la incertidumbre del precio.
Quedan riesgos tales como posibles incumplimien-

tos de contrato, por ejemplo. Esa es la razén de que
exista un mercado organizado.

Opciones sobre acciones

Una opcién put (opcién de venta) me da el derecho
(pero no la obligacién) a vender a un determinado
precio de ejercicio K, que en la jerga financiera se
conoce coma strike, una accion, por ejemplo, de
BSCH. y en un determinado tiempo futuro, digamos
dentro de 3 meses.

¢Cudl es el uso de esa opcion put? He aqui un ejemplo:

— Dentro de 3 meses necesitaré liquidez,

— para ello venderé mi cartera de BSCH esperando
que el precio esté por encima de K,

— podria vender ahora,

— pero creo que su cotizacion va a subir y no quie-
ro vender ahora,

— pero BSCH estd muy voldtil ;y si su cotizacion
baja dentro de 3 meses?

La compra de una opcién put me garantiza un precio

minimo al que podré vender. He comprado un seguro.

4A quién? A un banco o a un particular o a una con-

trapartida en un mercado organizado, como MEFE.

En un contrato de futuro una parte ha de vender al pre-
cio K y la otra ha de comprar a ese precio. En una opcion
put una parte tiene el derecho a vender al precio K (pero
no la obligacién: no vendera a ese precio si no le intere-
sa) y la otra tiene la obligacidn de comprar (si la otra parte
lo exige) a ese precio K (pero no tiene el derecho).

Las opciones

El derecho que he adquirido al comprar una opcién
put no es gratuito, he de pagar una prima.
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(Cudnto debe ser esa prima? Este es el problema de
valoracion.

El banco que me ha vendido esa put asume mis
riesgos, v debe ser capaz de cubrirlos con la prima
percibida: ;qué ha de hacer para «cubrir» el compro-
miso que ha adquirido? Esta es la cuestidn de cober-
tura.

Como veremos, valorar y cubrir son esencialmente
equivalentes.

Podemos codificar el pago que supone esa opcion
put a vencimiento como:

maximo entre (K — P) y 0

siendo P el precio de dentro de 3 meses, que por supues-
to es desconocido hoy.

* A los futuros y las opciones se los conoce como
instrumentos derivados. El pago

max {(K - P), 0}
de una pur y por tanto la prima correspondiente

como veremos se deriva del nivel de precios de otro
activo (las acciones).

PAGO DE UNA PUT
T T

2F STRIKE=5 4

VALOR DE LA PUT
=)

4 5 6
VALOR DEL ACTIVO

Figura 1: Fujos de una put

* Una opcidn call es una opcidén de compra. Obsér-
vese que estas opciones de venta y de compra pue-
den ser compradas y vendidas.

* Las opciones son instrumentos mds sutiles y deli-
cados de lo que pudieran aparecer a primera
vista: ‘

-— Apalancamiento. La prima de una puf es una
fraccion del precio de la accién sobre la que se
basa. A vencimiento, el comprador puede per-
der el valor de esa prima pero puede llegar a

ganar hasta el precio de ejercicio. Una inver-
sion pequefla supone una ganancia potencial
grande.

— Los pagos tales como

maximo entre (K - P)y 0

no son lineales en P, es decir, las variaciones en
es0s pagos no son proporcionales a las variacio-
nes en el valor de P. Esto dificulta su valoracidn
y cobertura y hace que sean instrumentos deli-
cados de manejar.

— De vez en cuando aparecen en la prensa ejem-
plos de desastres financieros que han sido con-
secuencia de gestion especulativa (combinada,
quizd, con avaricia y arrogancia) de instrumen-
tos derivados: la banca Barings y el fondo de
riesgo Long Term Capital son ejemplos recien-
tes que han recibido mucha publicidad.

» Opciones por todas partes
Pero no creamos que los derivados son instrumen-
Los esotéricos que un reducido nimero de inverso-
res manejan. Nada mds lejos de la realidad. Los
derivados estdn por todas partes.

— Fondos de inversion en los que nos garantizan,
por una inversion inicial de 100 hoy, que dentro
de un afio la inversién se ha revalorizado en al
menos un 80 % de lo que se ha revalorizado un
indice de bolsa como el Ibex.

OPCIONES IBEX 35 PLUS j
Precic Prmas  Cierre Uihm Max L volet etz Vowm.  Posic
Eprc Dem Ofer  Cruz  Seslor Seson e Coere Contrat  Abeerta

Figura 2: Cotizaciones de derivados.

— Amortizacién anticipada de un crédito. Por el
derecho a anticipar la amortizacion de un crédi-
to nos imputan una prima. Se trata de una opcién
sobre el montante de ese crédito.

— Préstamos con techos. Son préstamos en los que
pagamos un tipo de interés variable, como el
tipo Euribor a 1 afio; pero si este tipo Euribor
pasa de, por ejemplo, 6 % entonces pagamos sd-
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lo un 6 %. Esa garantia adicional es una opcidn,
que cuesta una prima.

— En un apéndice describimos un ejemplo de un
contrato de opcion que se disefié para cubrir los
riesgos asociados al pago de las primas que el
Comité Olimpico Espanol habia acordado con
nuestros representantes en la Olimpiada de
Atlanta.

La variedad de opciones es un mundo enorme que no
para de crecer. Los derivados se diseflan a medida del
riesgo especifico que se quiere transferir.

Un poco de historia

Asistimos en estos tiempos, como hemos indicado
mas arriba, a un uso muy extendido de este tipo de
instrumentos financieros. Pero los futuros y las opcio-
nes tienen una larga, rica e interesante historia cuyos
hitos mds sefalados pasamos a comentar a continua-
cidén.

ARISTOTELES. En el libro I de su Politica aparece
una definicién de opcién como instrumento financie-
ro.

TaLEs. Es tradicién que el insigne matemdtico y
filosofo Tales de Mileto se hizo rico negociando con
opciones. Tales previd, no sabemos exactamente cémo,
que la cosecha de aceituna iba a ser particularmente
buena en cantidad. Decidid especular sobre esta idea
y compré opciones de uso de molinos de aceite por
pequefias cantidades de dinero (apalancamiento).
Tras la cosecha, esos derechos de uso adquirieron,
como habia especulado Tales, un valor extraordina-
1io.

JOSE DE LA VEGA. En el siglo XVII habia en Holanda
un mercado de opciones muy activo y sofisticado (en los
dos sentidos actuales de este calificativo) que llegaba
hasta a incluir opciones donde el subyacente era a su vez
otra opcion.

Hubo incluso un mercado de opciones sobre el jas-
peado de los tulipanes que se importaban de Turquia.
Este mercado llegd a un desfase tal entre valor y precio
que cuando se desinflé como una burbuja supuso una
profunda crisis financiera.

El espaiiol José de la Vega publicé en Amsterdam en
1688 un jugoso libro describiende el negocio de accio-
nes y de opciones en esa plaza con el conspicuo titulo de
Confusion de confusiones [17].

Dad OPSIES, y sabréis el limite de la pérdida, pudien-
do exceder la ganancia a la fantasfa, y ser mayor atin el
aumento que la esperanza. [...]

Tocante a los OPSIES, son unos premios o cantidades
que se dan para asegurar las partidas, o conquistar los
avances; los cuales sirven de velas para navegar felices en
las bonanzas, v de dncoras para navegar seguros en las tor-
mentas. [...]
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CONFUSION
DE CONFUSIONES

Dialogos Curiofos

Entre un Philofopho agado, unMer-
caderdifcreto, y un Acciomifta crudito

Deferiviendo el negecio de los Acciones
Ju origen, fu ethimologia , fu realidad,
Sujuzgo. y fuenredo,
Compucilo
por Don Ioffeph de la Pega,

¢on revererte obfeguio lodedice
= 1 Merito y Curiofidad

Del muy Iluflre Sehor

Duarte Nuez da Cofta

En AMSTERDAM
Aia 1688

Figura 3: Confusion de confusiones.

Llamdronle los flamencos OPSIE, derivado del verbo
latino Optio Optionis, que significa eleccion por quedar a
eleccidn del que lo da, el poder pedir, o entregar la partida,
al que lo recibe: [...] pues desea el que se desembolsa el
premio, elegir lo que mds convenga, y en falta siempre
puede dejar de elegir lo que desea. [...]

Estén las acciones al presente en precio de 580, paréce-
me que por el gran retorno que se espera de la India, aumen-
to de la Compaiiia, reputacion de los géneros, reparticidn
que se promete, y paz de la Europa, subirdn a mucho mayor
del que logran, No me delibero sin embargo. a comprar par-
tidas efectivas, porque temo que si me faltaren estos desig-
nios, podra alcanzarme un despeno, o sucederme un desai-
re: llégome pues a los que me dicen que toman esos Opsies,
propdngoles cudnto quieren por quedarme obligados a
entregar cada partida a 600 hasta tal plazo, ajusto el premio,
escribolo luego en Banco, y sé que no puedo perder mds de
lo que desembolso, con que todo lo que suben de 600 gano,
y lo que bajan, no me sirve de ansia para el juicio, ni de
inquietud para la honra, ni de sobresalto para el sosiego. [...]

NUEVA YORK. A finales del siglo XVIII ya se habia
desarrollado un activo mercado de opciones sobre ins-
trumentos financieros tales como acciones, y no sobre
mercanderias o materias primas. Se negociaba privada-
mente, y no a través de una bolsa o cdmara de compen-
sacién que garantizara los contratos. El cardcter eminen-
temente especulativo y la dimension de las inversiones
hacia que con frecuencia no se respetaran los contratos,
y esto hizo que en varias ocasiones se prohibiera la
negociacion de opciones.

CHicaco. En 1973 comienza a funcionar el primer
mercado organizado de derivados financieros. Desde sus
comienzos tuvo un éxito espectacular y su volumen de
negocio no ha parado de crecer.

Por su parte, el mercado espafiol de futuros y de
opciones financieras, MEFF Renta fija, que tiene su sede
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en Barcelona, v MEFF Renta variable, que la tiene en
Madrid, comenzé a operar a principios de los afios no-
venta.

BACHELIER. Louis Bachelier defendié su tesis docto-
ral Théorie de la spéculation [1] en el afo 1900. El su-
pervisor de su trabajo doctoral fue el insigne Henri
Poincaré, quien no gustaba del tema y no supo percibir
la innovacidn conceptual que las ideas expuestas por
Bachelier suponian. La importancia de esta tesis docto-
ral no fue apreciada —quiza por culpa de la poca estima
que le tuvo Poincaré— hasta los afios sesenta, en que fue
rescatada del olvido por Benoit Mandelbrojt, el inventor
de los fractales.

La tesis de Bachelier postula que: los precios de los
activos siguen un movimiento browniano con deriva.
Mas adelante explicamos qué es el movimiento brow-
niano. Pero baste por ahora decir que Bachelier jlnven-
ta/descubre el movimiento browniano! Bachelier, en su
tesis, da ya ciertas férmulas para valorar opciones de
compra y de venta sobre acciones.

GAUTIIL RS AR

Fouis BACHELIER

THEORIE

1F

A SPECULATION

THLRORIE MATHEMATIQUL
DU JEU

ERITIONS
JACQUES GABAY

Figura 4: Reedicién de la tesis doctoral de Louis Bachelier:

SAMUELSON. Premio Nobel de Economia. Aporta un
matiz fundamental a las tesis de Bachelier y postula que:
Los rendimientos, y no los precios, de los activos siguen
un movimiento browniano con deriva. Su modelo no
identifica qué deriva.

En colaboraciéon con H. McKean valora opciones
dmericanas perpetuas, estableciendo la conexion con la
Ccuacion del calor.

Brack (t 1995), ScHoLES, MERTON (Premio Nobel
1997). Black y Scholes, en colaboracién [3], y Merton
[14], a comienzos de los afios setenta completan el

marco conceptual vigente que permite analizar en pro-
fundidad los complejos mercados financieros moder-
nos al situar en un papel central el concepto de ausen-
cia de oportunidad de arbitraje. Muy cripticamente,
introducen la replicacidn dindmica, identifican la deri-
va en el modelo de Samuelson y sitian a la volatilidad
en el papel central que ahora tiene. El articulo [3] figu-
ra entre los mas citados de toda la literatura cientifica
de todos los tiempos.

La férmula de Black-Scholes, que comentaremos mas
adelante, traduce volatilidad en precios. Por estos traba-
jos les fue concedido a Scholes y a Merton el Premio
Nobel de Economia 1997: Black habia fallecido dos anos
antes.

Modelizacion matematica de mercados financie-
ros

La modelizacién matemdtica de los mercados finan-
cieros combina fundamentalmente dos herramientas: el
movimiento browniano y la hipdtesis de ausencia de
oportunidad de arbitraje.

Esta modelizacion se basa en la premisa de que los
mercados financieros se comportan como un sistema
fisico. Los operadores e inversores se conceptiian como
pequefiisimas unidades que usan la informacién comin
disponible por igual a todos ellos para tomar decisiones
de inversion racionales que tiran de los precios, o mejor,
de las rentabilidades de los precios. Visto de esta mane-
ra, el andlisis del mercado financiero no es sino mecani-
ca estadistica. Todo el proceso de formacién de precios
estd supervisado por un principio de equilibrio: Ia hipé-
tesis de ausencia de oportunidad de arbitraje, que actia
de manera eficiente.

Enseguida veremos como se relacionan entre si estas
ideas.

Este marco conceptual ha tenido un éxito innegable
al ayudar a clarificar el funcionamento de ciertos aspec-
tos de los mercados financieros. Y es, hoy por hoy, una
herramienta estindar de esos mercados.

Pero conviene advertir ahora que se trata de un mo-
delo fisico-matemdtico que intenta reflejar un comporta-
miento humano. Todas las hipdtesis implicitas en la des-
cripcion de mds arriba, a saber, eficiencia, transparencia
de la informacién, ausencia de oportunidad de arbitraje,
racionalidad, similitud y tamafio de los operadores e
inversores, son y-deben ser siempre tenidas en cuenta y
revisadas. Digamos que funcionan razonablemente bien
en situaciones normales.

Dos referencias interesantes que ofrecen perspecti-
vas sobre las carencias de esta modelizacidn son: [16]
y [6].

Por supuesto que los investigadores de la modeliza-
cién fisico-matemadtica de las finanzas son conscientes
de estas carencias y los modernos estudios van encami-
nados a mejorar estos aspectos.
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El movimiento browniano

Los precios y rentabilidades, y, en general, las varia-
bles financieras son cantidades aleatorias que varfan con
el tiempo. El marco matemdtico para analizar esta com-
binacién de azar y tiempo es la teoria de procesos
estocasticos. Los procesos de difusion, en particular, y
fundamentalmente, el movimiento browniano, y el apa-
rato para calcular con ellos, el cdlculo estocdstico, cons-
tituyen sus herramientas fundamentales. De hecho, el
creador del cdlculo estocastico, el matemdtico japonés
[t6, inici6 sus investigaciones para construir un marco
conceptual en el gue desarrollar las propuestas de
Bachelier sobre el comportamiento de los mercados fi-
nancieros.

;Qué es el movimiento browniano? Para comenzar,
una cita:

El movimiento browniano, una joya de la fisica moder-
na, es un descubrimiento botdnico cuya teoria matemadtica
tiene su origen en las ciencias sociales.

En la literatura cientifica, el movimiento browniano
aparece por primera vez, y de ahi recibe su nombre, en
trabajos del botanista Brown. El trabajo de Einstein sobre
el movimiento browniano se encuentra citado entre los
méritos por los que le concedieron el Premio Nobel en
1905. Su primera descripcion matemdtica, sin embargo,
es debida, como hemos comentado mds arriba, a Ba-
chelier. Aunque la formulacion moderna hubo de esperar
a Wiener, en los afios veinte.

Pero ya Tito Lucrecio en su De rerum natura del
siglo primero antes de Cristo nos da una descripcién lite-
raria de fenémenos fisicos que pueden ser descritos
como de movimiento browniano:

Observe el fendmeno que se produce cuando un rayo de
luz penetra en una casa y atraviesa una habitacion a oscu-
ras. Verd entonces una multitud de particulas que se des-
plazan en todas direcciones por el espacio iluminado y que,
como si de una batalla incesante se tratara, se abalanzan las
unas sobre las otras, oleada tras oleada, en una rdpida suce-
si6n de combates singulares. Uno puede imaginar cudl es el
destino de Atomos perpetuamente empujados unos sobre
otros en el vacio ilimitado... Choques repetidos e invisibles
de los dtomos impulsan a las particulas, las cuales asestan
golpes poderosos en su derredor. De manera que aunque la
agitacién proviene de los dtomos, s¢ manificsta ante nues-
tros sentidos por intermedio de cuerpos movidos como por
colisiones invisibles.

La idea basica del movimiento browniano es la de
paseo aleatorio:

En cada momento lanzamos una moneda para deci-
dir si aumentamos o decrecemos en una unidad. Las po-
siciones sucesivas que asi vamos obteniendo describen
una de las posibles trayectorias del paseo aleatorio.
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[maginemos que nos situamos en una rectay que damos
pasos hacia delante 0 hacia atrds segun salga cara 0 Cruz.
El recorrido que realizamos es aleatorio: es un paseo ale-
atorio.

Figura 5: Camino aleatorio.

Matemdticamente: nuestra posicién en tiempo n vie-
ne dada por

S, =5, + X, partiendo de Sy = posicién inicial

y donde las X, son variables aleatorias independientes y
con distribucién comiin de probabilidad dada por:

1, vonprobabilidad

1
Xn=
—1, con probabilidad }2

Obsérvese que, a priori, no sabemos qué valor con-
creto va a tomar S, es decir, en qué posicidén nos vamos
a encontrar en tiempo 7. Pero si sabemos qué valores son
posibles y podemos calcular la probabilidad que tiene
cada uno de ellos de ser alcanzados.

Pero necesitamos un proceso matemdtico de la
misma naturaleza pero donde las transiciones tengan
lugar en pequefios intervalos de tiempo, € idealmente de
manera continua en el tiempo. Denotemos ese pequeno
intervalo de tiempo por At El nivel o posicion valor en
tiempo nAt se denotard por S, La escala espacial tam-
bién tiene que ser reajustada pero serd necesario tomar
multiplos de VAt y no de At. es decir, proponemos con-
siderar las transiciones

SnAJ = S(ﬂ»l).’_\.l * '\)‘AIX”

Pero, (por qué JAr? Pongamos que en una unidad
de tiempo, digamos en | afio, hay N periodos de tiem-
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po de tamano Ar, NAr = 1. Asi que Sy, representa los dis-
tintos niveles de dentro de | afio, y éstos se alcanzan
dando N saltos:

N

Shar=2 [ Sear —S(k—ler]+SO ,

k=1

pero como esos saltos son independientes (e idéntica-
mente distribuidos), la varianza de Sy, es

N - varianza de un salto =N - Ar= 1

Es decir, sea cual sea el pequefio intervalo de tiempo
At utilizado, la varianza de los valores de dentro de un
afio es fija, e igual a 1.

Esto es importante puesto que querremos hacer que Af
tienda a cero. Si hubiéramos tomado una escala espacial
con otra potencia de Af distinta de 1/2, 1a varianza se apro-
ximaria a infinito o a cero (segtin la potencia). Podriamos,
eso si, tomar un miltiplo de Az, v eso serd util enseguida.

Si tomamos Ar muy pequefio, las evoluciones se
corresponderdn aproximadamente con dar saltos de ma-
nera continua en el tiempo. Esa evolucién Iimite es el
movimiento browniano. Es decir,

Ar— 0

LSH._\.I =Stpnar + N]A[Xn

0.8 ’— T T T T T T

06| i
04f E

0.2 4

o
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—

—

|
| | ) i
04 b | _
06 f"ﬁf
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Figura 6: Movimiento browniano.

Podemos ademds imponer una deriva [t y un volatili-
dad o ala evolucion, es decir, considerar

40

(SuAr = S(n—I)AJ + }uAf"‘ G\iB;Xn

0.08 T T T T T T T
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Figura 7: Movimiento browniano con g =01 v ¢

Finalmente, introducimos la versién multiplicativa,
que no aditiva. El movimiento browniano geométrico
con deriva 4 y volatilidad & viene dado por:

Figura 8: Movimiento browniano geométrico,
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[a+0]

=
‘ Goar = Ga-niar (erar+ B

El movimiento browniano geométrico es ¢l proceso
que usaremos para describir las sucesivas posiciones de
la cotizacién de una accion.

Observemos que en el movimiento browniano geo-
métrico, la rentabilidad en un intervalo de tiempo Ar,

GnAf
rentabilidad en el intervalo [(n — 1) Af, nAf] =log ———,

G(uv AT

es una variable normal con media pAr y desviacion tipi-
ca oVAL, y que las rentabilidades en sucesivos periodos
de tiempo son independientes unas de otras.

Cuanto mds grande es ¢ mayor es la amplitud de los
saltos que da la rentabilidad, es decir, mayor incertidum-
bre tenemos sobre los movimientos del activo. Mercados
volatiles son aquellos en los que se observan grandes
oscilaciones, con gran incertidumbre; revueltos, en
suma, y ya se sabe que a «rio revuelto, ganancia de pes-
cadores».

Es natural que en un mercado con gran volatilidad,
opciones put , que podemos entender como seguros, ten-
gan primas altas.

Descripciones detalladas del cdlculo estocdstico y de
su aplicaci6n a los mercados financieros pueden verse en
las referencias [15], [91 v [8].

Ausencia de oportunidad de arbitraje

El principio de fuerzas y equilibrio que determinan
la formacién de precios es la ausencia de oportunidad
de arbitraje. La siguiente cita de Krugman [12], p. 72,
explica en lenguaje llano el significado de esta hipd-
tesis.

En su base, la teorfa econdmica descansa en dos obser-
vaclones:

+ las oportunidades de beneficio obvias raramente se
dejan sin explotar,
* y las cosas cuadran.

0, tal como lo digo a veces,

« un billete de veinte délares no permanece en el suelo
de una calle transitada durante mucho tiempo,
« y cada venta es también una compra.

Cuando uno se propone construir un modelo matema-
tico formal, estos principios tan (0scos s¢ convierten en las
ideas més exactas de maximizacién (de algo) y de equili-
brio (de alguna forma).
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Sin embargo, es aconsejable no olvidar su version mas
imprecisa, por dos razones opuestas: para acordarnos de no
tomar ninguna formalizacion matemdtica demasiado en
serio, y para acordarnos de que los principios basicos de la
economia no son del todo estipidos o poco razonables.

En términos precisos, una oportunidad de arbitraje es
una estrategia de inversion que con una inversion inicial
nula garantiza una ganancia segura.

EJEMPLO. Datos de mercado:

» Un contrato de futuro con strike K, a tres meses,
« Sobre una accién que hoy vale §

« El tipo de interés simple a 3 meses es R

« Supongamos que K > S (1 + K)

Hay una oportunidad de arbitraje:

« Entrar en un contrato de futuro (como vendedor)
(no cuesta dinero)

» Compramos una accion §

e con dinero prestado

La inversion inicial es 0. Pero dentro de 3 meses, si
la accién cotiza en un valor S, la situacion de nuestra car-
tera es la siguiente:

« el futuro nos da K — S
e |a accidn vale §
* y debemos S (1 +R),

lo que da un total (seguro, independiente de cuanto sea
S) de

K-S(1+R

La hipétesis contraria, K < § (1 + R), también da
lugar a oportunidad de arbitraje. Este andlisis fuerza a
que, si no hay oportunidades de arbitraje:

K=S(+R)

es decir, nos permite determinar unos precios en térmi-
nos de otros.

Las oportunidades de arbitraje existen, pero como
afirma Krugman, duran sélo unos instantes. Podemos
suponer que no las hay.

1 periodo, 2 estados, 3 activos

La interaccion entre la descripeion de la rentabilidad
en términos del paseo aleatorio o del movimiento brow-
niano y la hipétesis de ausencia de oportunidad de arbi-
traje puede ser descrita en términos sencillos de la
siguiente manera.

Disponemos de tres activos distintos. Cada activo se
identifica con su flujo, es decir, con lo que paga o vale.
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Solo analizamos un intervalo de tiempo (Af). Y supone-
mos que el mundo sélo puede evolucionar del estado
actual a dos estados [uturos, que denotamos convencio-
nalmente por s = superior e i = inferior.

LUEGO{S
i (S}

superior
AHORA

m 6[‘101‘\. LUEGO{ I}

Representemos los valores de los activos A, By C
en el futuro en cada uno de los estados s e i por A, A;;
B,, B;; Cy, C; y resolvamos el sistema (con o0y B como
incognitas).

G = ad.+ BB,
C,‘ = QA(' +,8.B[

Las dos carteras siguientes:

1) 1 unidad del activo C
2) ccunidades de A més 8 unidades de B

tienen los mismos flujos. Por tanto, si no hay oportuni-
dad de arbitraje, debe darse ademads que sus precios en el
tiempo presente deben coincidir:

Cahora = aAahom + ﬁ B ahora

La conclusién es que si «conocemos» los activos A y
By ademds conocemos los flujos del activo C podemos
hallar su valor actual. En otros términos, si conocemos A
¥ B podremos valorar C en términos de sus flujos.

Valoracién de un derivado

Concretemos el andlisis anterior en un caso particu-
lar, cuyos ingredientes son:

A: El activo sin riesgo: | —
B: Un activo subyacente
C: Un activo derivado

El activo A es el dinero que tiene una rentabilidad segura
", r> 1. Es decir, por un euro de hoy nos devuelven r euros al
final de ese perfodo de tiempo (por ejemplo, en letras del
Tesoro). B es el activo (por ejemplo, una accién de BSCH)
sobre el que estd escrito el contrato derivado (por ejemplo,
una call),

Los estados futuros del mundo vendran determinados
Por lo tinico relevante: la cotizacién de B, de la que su-

pondremos que si S es su cotizacién actual entonces los
valores futuros podrdn ser sélo

Superior: § — SR,
Inferior: § — $'R;

R,y R; son las rentabilidades posibles de B.

Como «conocemos» A y B, podemos valorar C en
términos de sus contingentes valores futuros. Tras resol-
ver el sistema con incognitas oy 8

C,=ar +3SR,
C.=ar+fSR,

y haciendo el dlgebra correspondiente se obtiene:

‘7 Cahorzi = 1? [(lﬁp) Cinf+ 2 Csup]

donde

_ L_]_(R_R.+Ri-—2r)
P= 372 \" R-R,

Importa observar que

* 0 <p <1,y podemos interpretar p como una proba-
bilidad: p es la probabilidad de subiry 1 — p es la pro-
babilidad de bajar.

* Cuhora Tesulta ser el valor promediado (con p y 1— p)
actualizado del cash-flow.

* Ademads

r=pR;+(1-p) R,

Es decir, la probabilidad p es aquella para la que la
rentabilidad promediada del activo subyacente es justa-
mente la del activo sin riesgo. Por eso a p se le conoce
como la probabilidad riesgo-neutro: es la probabilidad
subjetiva que un inversor indiferente al riesgo le adjudi-
caria a la evolucién de B.

En palabras:

’7prima = descuento *valor medio de pagos

promediando de manera que se cumpla

rendimiento medio del activo con riesgo =
rendimiento seguro del activo sin riesgo

Es importante sefalar que en el argumento anterior
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no sélo se dice qué prima debe tener el derivado (la valo-
racién), sino que ademds nos dice como invertir esa
prima (la replicacion), basta resolver o y f3.

La valoracidn y la cobertura o replicacién son aspec-
tos inseparables de la misma cuestion.

La cobertura es dindmica, es decir, quiza sea necesa-
rio cambiar la composicion de la cartera replicante, y
autofinanciada, es decir, en estos estadios intermedios
no hace falta aportar ni se permite retirar dinero o accio-
nes de la cartera.

El premio Nobel de Black-Scholes-Merton

En los afios sesenta, Samuelson postuld una evolu-
cidn estocdstica de los precios de las acciones dada por
el movimiento browniano geométrico

dS; =8, (udt + odW,)
donde

» la unidad de tiempo es el afio,

* S, denota el precio de la accién en tiempo ¢

* U es el rendimiento medio (instantdneo)

e o es la volatilidad, la desviacién tipica (instantd-
nea) del rendimiento

El andlisis de la seccidn anterior llevd a Black y Scholes,
y a Merton a observar que

e para valorar podemos suponer que
i = R (el tipo de interés continuo anual sin riesgo).

Esto determina la ley de probabilidad del precio de la
accion en cualquier momento futuro, y como la prima de
la opcién depende de esa distribucidon de valores, se
obtiene una férmula para la prima de la put de BSCH:

prima = Ke *"® (-d_)- S @ (-d,)

donde @ es la funcién de distribucion de la normal y donde:

0—2
d.- - (log /K + R ST )

La formula desempefia en el mundo financiero un
papel fundamental y es comparable a algo tan simple
como la nocién de interés continuo.

Lo espectacular, contraintuitivo (jla intuicién se
educa, claro!) de esta férmula es que, aparte de los
datos del contrato, todo queda determinado por la vola-
tilidad, por el nivel de riesgo, y no por la rentabilidad,
que no aparece. En un apéndice vemos un ejemplo, las
quinielas, que quizds ayuden a explicar por qué no apa-
rece, en la formula de Black-Scholes, la rentabilidad
del activo.
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Y, ¢ahora?

La férmula de Black-Scholes es tan sélo el principio.
Las aplicaciones de las matematicas a las finanzas y a
los riesgos financieros es un campo de investigacion
muy activo. Aqui, claro, sélo hemos sefialado los funda-
mentos basicos y de una faceta concreta: los derivados.

Siguen algunas pinceladas sobre qué aplicaciones
tienen estas ideas y qué lineas de investigacion estdn en
marcha. ‘

« Las hipdtesis de lo que podemos llamar entorno de
Black-Scholes son muy especiticas. Uno puede
incluir pagos de dividendos, costes de transaccion,
tipos de interés y volatilidades que son inciertos o
estocdsticos, topes en ventas al descubierto y res-
tricciones de volumen de contratacién y margenes
financieros...

Uno supone que los contratos se cumplen, pero el
mercado cobra una prima adicional si percibe que
éste pueda no ser el caso. Hay derivados que com-
pensan de pérdidas por insolvencia. El riesgo de
crédito es ya parte de esta metodologia.

Los futuros y las opciones nacieron como contratos
sobre mercaderias, y no sobre instrumentos finan-
cieros. En ciertos aspectos. los derivados sobre
mercaderfas son mds complejos y esto sobre todo
porque entra en accion la llamada tasa de conve-
niencia: el interés que el poseedor del bien en cues-
tién pueda tener de no venderlo por su posible con-
sumo ulterior. Su importancia va en aumento. En
Espafia hay mercados sobre citricos y sobre aceite,
y hay planes para poner en marcha un mercado
sobre electricidad y sobre gas. La modelizacion que
se ha desarrollado para analizar estos mercados es
todavia poco satisfactoria.

Ya comentamos las carencias de esta modeliza-
cion en situaciones de mercados convulsos, que
los tiempos recientes nos llevan a considerar ya
como normales. Se empieza a progresar en la apli-
cacion de ideas de fisica, y ya se empieza hablar
de econofisica: transicién de fase, ruptura de esca-
la... Para esta préxima primavera se ha convocado
un congreso sobre Turbulencia y Finanzas.

L]

Apéndice 1: Argumento 1X2. Las matematicas de
la porra, de las quinielas

El siguiente ejemplo quizd ayude a entender por qué la
ponderacion de los posibles valores se debe hacer con la
probabilidad riesgo-neutro obtenida de datos de mercado,
y no, por ejemplo, de datos histéricos o de cualquier otro
analisis.

Las quinielas se valoran precisamente asi: usando la pro-
babilidad riesgo-neutro obtenida de los datos del mercado.
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En las quinielas (si hacemos caso omiso de la sustan-
ciosa comision que cobra el Estado) todo lo recaudado se
distribuye entre los acertantes. Es decir, se trata de una
(gigamesca} porra.

Supongamos que sélo hay dos resultados en, por
ejemplo, una final de Copa: victoria de X o victoria de Y.
Y que los datos de apuestas son como sigue:

« Cada apuesta cuesta | euro

» Hay un total de 1 millén de apuestas
» 30 % apuestan por X

» 70 % apuestan por Y

Las distintas decisiones individuales de apuesta ya
recogen toda la informacion y los diversos andlisis per-
sonales técnicos o fundamentales.

Las estadisticas de partidos similares arrojan el si-
guiente balance:

* Victoria de X en un 40 %
* Victoria de ¥ en un 60 %

Pero, como veremos, en asuntos de valoracidn y co-
bertura de derivados estos datos resultan irrelevantes.
Aunque, claro, no son irrelevantes como informacion
para decidir por quién apostar.

Una apuesta por X. El valor hoy, | euro, debe ser la
media de los flujos descontados, promediados con una
cierta probabilidad. Los datos son:

e precio: | euro
* no hay descuento

Si X gana, pago de 1:000.000 _ 10

— 300.000 3

Si ¥ gana, pago de 0

El cédlculo es el siguiente:

1= 0. 1 . Prob (X gana)|+[0-1-Prob (¥ gana)]

descuento

Pago

Lo que nos permite inferir que:
Prob (X)=0,3
y, claro, también
Prob (¥Y)=0,7

Derivados. Veamos ahora cémo utilizariamos esa in-
formacién para valorar un derivado.

Supongamos que un revendedor me ofrece el si-
guiente contrato:

* si gana X, me pagan 5
* si gana Y, me pagan 3

Como valorar esta oferta? ;Como obtener su precio
(justo de mercado)? (Hacemos caso omiso de comisio-
nes.)

Descontando y promediando expectativas obtenemos
que

precio = 5 * Prob (X) + 3 = Prob (Y) =36

Justificacion: la replicacion. Una cartera que se com-
pone de

1,5 de boletos de X y 2,1 de boletos de ¥

cuesta precisamente 3,6 euros. Y, esto es lo importante,
equivale al contrato que ofrece el revendedor, pues

e si sale X, paga (1,5)-10/3 =5 curos,
e sisale ¥, paga (2,1)-10/7 = 3 euros.

Fn suma, el derivado se valora con la probabilidad
que da el mercado, es decir, con la probabilidad que infe-
rimos a partir de los precios. Esa valoracién equivale y
es consistente con la replicacion.

Apéndice 2: Opciones y Olimpiadas

Con motivo de la dltima Olimpiada en Atlanta, el
COE y su programa ADO habian prometido a nuestros
deportistas olimpicos primas sustanciosas. Estas primas
dependian del metal de la medalla y de si se trataba de
un deporte individual o de una competicion por equi-
pos.

En cualquier caso, para cubrir el riesgo economico y
asi eliminar la incertidumbre que éste conlleva, el ADO
contratd con un consorcio de aseguradoras un seguro en
los siguientes t€rminos:

si pago total < 250 M ADO lo asumia todo
ADO pagaba 250 M

y el resto el consorcio

si pago total entre 250 M
y 400 M

s1 pago > 400 M ADO lo asumia todo

Al ADO le preocupaba tener que pagar una cifra
superior a 250 M, y queria cubrir ese riesgo (econémico,
que no deportivo). Pero parecia estar seguro de que no
tendria que pagar mds alld de 400 M, y por eso no queria
asegurarse contra un riesgo de algo que no crefa que
fuera a ocurrir.

En la terminologia al uso: el contrato del que habla-
mos es una call con precio de ejercicio 250 M con una
barrera knock-out (de desactivacién) situada en 400 M.
Si bien se trata de una opcidn particularmente sencilla,
pues sélo invelucra un intervalo de tiempo.
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1. Introduccio

Encara que es podria afirmar que la criptografia és
tan antiga com I’escriptura, el naixement de la criptolo-
gia cientifica I’hem de situar en la segona guerra mun-
dial. La criptologia t€ dues vessants: la criptografia, que
s’encarrega del disseny de sistemes d’escriptura secreta,
i la criptoanalisi, que estudia les debilitats d’aquests sis-
temes per tal de trencar-ne el secret.

La matematitzacié de la criptologia és el fet que
marca ’inici d’aquesta disciplina com a ciéncia. Un dels
moments claus va ser I’aparicio de la teoria matemética
de la informacié de Shannon, de la qual I’any passat
celebravem el cinquanté aniversari del seu article funda-
cional [26], i del seu treball sobre el secret perfecte en els
sistemes criptografics [27].

Fins a époques relativament recents, 1'ds de la cripto-
grafia es reduia als ambits militar i diplomatic. El volum
d’informacié que s’havia de transmetre de manera secre-
ta, aixi com el nombre d’usuaris involucrats eren bastant
reduits. A més, el recursos computacionals eren molt li-
mitats, tant per als qui havien de xifrar i desxifrar els mis-
satges com per als espies que volien descobrir-ne els con-
tinguts.

El gran aven¢ que s’ha produit en la criptologia en les
darreres decades t¢ dues causes: en primer lloc, Iexistén-
cia d’ordinadors amb cada vegada més poténcia de calcul,
1en segon lloc, pero potser més determinant, la generalit-
zaci6 de les comunicacions i altres transaccions telemati-
ques que han fet necessari 1'ds de la criptografia per part
dun nombre cada vegada més gran d’usuaris. En efecte,
¢ls grans canvis en la informatica i les comunicacions que
hem viscut darrerament han fet augmentar molt conside-
rablement el volum d’informacié que ha de ser transmesa
0 emmagatzemada de forma secreta: transaccions banci-
Tes, comerg electronic, informacié sanitaria...
~ Un tret comd de la criptologia amb altres arees de la
Informatica i les comunicacions, com, per exemple, la
teoria de codis o la teoria de la complexitat, és que les
Seves eines matematiques provenen principalment de la
Matematica discreta. Veiem, doncs, com arees de les ma-
lematiques que es consideraven pures o poc aplicades,

com, per exemple, la teoria de nombres, la teoria de
grafs, la combinatoria, grups finits i geometries finites,
han esdevingut una pega clau en avengos tecnologics
molt importants. I és precisament per aixd que aquestes
arees de les matematiques han experimentat un creixe-
ment tan destacat en les darreres décades.

Aquest treball esta dividit en tres parts. En la prime-
ra part (Secci6 2) presentem les idees principals sobre la
criptografia de clau publica, la introduccié de la qual
I'any 1976 va suposar una revolucid transcendent en el
disseny de sistemes criptografics.

La segona part (Seccid 3) tracta sobre els esquemes
per compartir secrets, en qué un secret €s repartit entre
un grup d’usuaris de manera que només els subconjunts
autoritzats poden recuperar-ne ¢l valor,

En aquestes dues primeres parts es presenten, doncs,
dues eines criptografiques de naturalesa molt diferent.
En efecte, aixi com la seguretat dels criptosistemes de
clau publica esta basada en la dificultat computacional
de certs problemes matematics com, per exemple, la des-
composici6 en factors primers de nombres enters grans,
la seguretat dels esquemes per compartir secrets &s
incondicional, és a dir, no depén dels recursos computa-
cionals dels usuaris. Una altra diferéncia important sén
les eines matematiques: en la criptografia de clau pibli-
ca intervenen sobretot la teoria de nombres i la teoria de
Galois, mentre que en la comparticié de secrets la com-
binatoria i 1’algebra lineal hi juguen el paper principal.

En la tercera part (Seccié 4) presentem breument
alguns protocols criptografics distribuits, és a dir, proto-
cols destinats a resoldre problemes relacionats amb les
comunicacions col-lectives en un grup d’usuaris. Les
dues eines criptografiques que hem presentat en les sec-
cions anteriors es combinen en aquests protocols.

2. Criptografia-de clau publica

L’aparicié de la criptografia de clau piblica, intro-
duida per Diffie i Hellman [13, 14] I’any 1976, ha estat
¢l punt d’inflexié més important en la criptologia.

Anteriorment, s’utilitzava només la criptografia de
clau privada. Els sistemes criptografics de clau privada
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han de permetre la comunicacid secreta entre dos usua-
ris que comparteixen una clau de treball. La mateixa clau
secreta serveix per xifrar i desxifrar els missatges i, natu-
ralment, I"emisor i el receptor han d’acordar la clau se-
creta a través d’un canal totalment segur.

La dificultat d’aquest pas inicial és el principal incon-
venient de la criptografia de clau privada. Pensem, per
exemple, en la distribucié de les claus secretes de treball
en una xarxa de n usuaris. Es necessiten (2 — n)/2 claus
privades, €s a dir, en un sistema amb un miler d’usuaris,
calen 450.000 connexions totalment segures per poder
distribuir les claus.

En la criptografia de clau publica, cada usuari A
escull una clau piiblica i una clau privada. Qualsevol
altre usuari pot xifrar un missatge adrecat a A utilitzant
la clau piiblica de A i només el participant A pot desxi-
frar aquest missatge utilitzant la seva clau privada. Ens
podem imaginar, doncs, que cada participant t€ una biis-
tia on tothom hi pot dipositar missatges perd només ell
té la clau per obrir-la,

Els criptosistemes de clau piiblica estan basats en les
anomenades funcions unidireccionals amb trampa, que
son funcions facils de calcular perd tals que la seva
inversa €s dificil de calcular si no es coneix alguna infor-
macio addicional. Aixi, cada participant A t€ la seva fun-
cié de xifrat e, (piblica) tal que la seva inversa d, la
funcié de desxifrat, s dificil de calcular si no es coneix
la clau privada de A,

Veiem, doncs, que la seguretat dels criptosistemes de
clau piblica és condicional, és a dir, depen de la capacitat
computacional dels participants. Per tant, s’han de consi-
derar funcions unidireccionals tals que el temps necessari
per calcular-ne la inversa, amb els recursos computacio-
nals dels participants i el millor algorisme conegut, sigui
prou gran. De fet. la seguretat incondicional €s impossible
€n aquest cas, ja que un participant amb recursos compu-
tacionals infinits que conegui el missatge xifrat y = e, (x)
pot anar provant tots el valors possibles del missatge fins
que trobi el valor de x tal que y = e, (x).

La seguretat dels criptosistemes de clau publica esta
basada, doncs, en la dificultat d’algun problema. Aixi,
per exemple, la seguretat del criptosistema RSA esta
basada en la dificultat de factoritzar un nombre enter
producte de dos primers grans. Altres criptosistemes es
basen en la dificultat de calcular el logaritme discret en
certs grups finits, com el grup multiplicatiu del cos
ZI(p) o el grup de punts d’una corba el-liptica. Estu-
diarem més endavant el funcionament d’aquests cripto-
sistemes.

En la prictica, la velocitat de xifrat dels sistemes de
clau puiblica coneguts és molt menor que la dels sistemes
de clau privada. Per tant, si s’han de xifrar grans volums
d’informacid, es fan servir sistemes de clau privada. En
aquest cas, s’utilitza un criptosistema de clau piblica per
distribuir les claus del criptosistema de clau privada a
través de canals insegurs.
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2.1. El criptosistema RSA

La primera realitzacié de la idea de la criptografia
de clau publica de Diffie i Hellman [13, 14] va ser el
criptosistema proposat I’any 1978 per Rivest, Shamir i
Adleman [24], conegut per RSA. La seguretat d’aquest
sistema es basa en la dificultat de factoritzar un nom-
bre enter producte de dos primers erans.

En el criptosistema RSA, cada participant ha d’es-
collir un nombre enter producte de dos nombres pri-
mers grans, n = pq, i dos enters a, b tals que ab = |
(mod @ (n)), on @ &s la funcié d’Euler i, per tant,
D (n)=p-1)(g-1). Laclau publica del participant
és (n, b) 1 la clau privada és (p, ¢, a).

El metode de xifrat i desxifrat utilitza el Teorema
d’Euler, que afirma que, si x es un enter primer amb n,
aleshores x®™ = | (mod n).

Quan A vol enviar un missatge xifrat a B, ha de pren-
dre la seva clau piblica (ng, bg) i codificar el missatge de
manera que sigui un element x € Z/(ny). El missatge
xifrat que A envia a B és y = ey(x) = x*8 (mod ny). Per
desxifrar el missatge, B calcula dg (x) = y“B. Veiem que,
pel Teorema d’Euler, dj (x) = y8 = x*8% = x (mod ny).

Observem que per calcular la funcié de desxifrat dp
s’ha de congixer la clau privada ag- Ara bé, si un oponent
€s capag de factoritzar ng = pjg g, aleshores pot calcular
D (np) i, per tant, pot trobar ag i desxifrar qualsevol mis-
satge adrecat a B.

Aixi doncs, la mida dels nombres primers a partir
dels quals un usuari construeix les seves claus ha de
ser suficient per tal que el temps necessari per facto-
ritzar n = pg sigui prou gran. Actualment, se solen pren-
dre nombres primers d’uns 80 digits decimals, perd pel
que sembla comenca a considerar-se que aquesta mida
no €s prou segura. Hem dit abans que la seguretat del
criptosistema RSA esta basada en la dificultat de facto-
ritzar n = pq. Per tant, haurfem de veure que trencar el
RSA és tan dificil com factoritzar.

S’ha demostrat que trobar la clau privada a, que per-
met desxifrar qualsevol missatge, és tan dificil com fac-
toritzar n. Més concretament, qualsevol algorisme que
calculi @ a partir de n i b pot ser utilitzat com a subrutina
en un algorisme probabilistic eficient per factoritzar n.

Ara bé, podria ser que es pogués desxifrar un missat-
ge sense haver de calcular valor de a. No s’ha demostrat,
doncs, que trencar el RSA sigui tan dificil com factorit-
zar 1, de fet, alguns treballs recents semblen indicar el
contrari [9, 4].

2.2. Criptosistemes basats en el logaritme discret

Un altre problema dificil que s’ha utilitzat per dis-
senyar criptosistemes de clau publica és el calcul del
logaritme discret en certs grups finits. Es a dir, donats o,
B € G trobar un enter a tal que a“ = f. En aquest cas
direm que a = 1g,, f5.
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El criptosistema proposat per ElGamal [15] I'any
1985, conegut precisament com a criptosistema ElGamal,
es basa en la dificultat de calcular el logaritme discret en
el grup multiplicatiu (Z/(p))*, on p és un nombre primer
adequat. Concretament, tenint en compte els metodes i la
capacitat de calcul actuals, p ha de ser un nombre primer
de més de 150 digits decimals tal que p — | tingui com a
minim un factor primer gran.

En el criptosistema ElGamal, cada usuari escull un
nombre primer p amb les caracteristiques esmentades
abans, un generador ¢ del grup multiplicatiu (Z/(p))*,
que €s ciclic, iunenteratal 0 £a <p—2,icalcula f=
o, La clau piblica de 1'usuari és (p, @, )1 la seva clau
privada €s a. Si es vol xifrar un missatge x € (Z/(p))*
adrecat a un usuari A amb clau publica (p, & f3), es pren
a Datzar un element k € Z/(p — 1), que es mantindra
secret, 1 es calcula el missatge xifrat e,(x, &) = (v,, v,) on
y; = a* iy, =xf% Lusuari A pot desxifrar el missatge
utilitzant la clau privada a. En efecte, la funcid de desxi-
frat €s da(y;, v2) = y2(y,%) = x. Tots els cilculs es realit-
zen en el cos Z/(p).

A diferéncia del criptosistema RSA, el criptosistema
ElGamal €s no determinista. En efecte, ja que el missat-
ge xifrat depen de 'eleccid aleatoria de k, hi ha molts
missatges xifrats que corresponen a un sol missatge en
clar,

Observem que, de fet, es pot construir un criptosiste-
ma com I’ElGamal en qualsevol grup finit on el proble-
ma del logaritme discret sigui intractable. Per exemple,
Koblitz [17] i Miller [19] van proposar I'any 1986 utilit-
zar el grup de punts d’una corba el-liptica.

2.3. Signatures electroniques

Un dels avantatges principals de la criptografia de
clau publica és que permet implementar altres aplicacions
a part del xifrat de missatges com, per exemple, les sig-
natures electroniques o els esquemes d’identificacid. Ve-
gem, per exemple, com es pot implementar un esquema
de signatura electrdonica a partir d’un criptosistema de
clau publica determinista, €s a dir, tal que hi ha un dnic
missatge xifrat per a cada missatge en clar. El criptosiste-
ma RSA, per exemple, compleix aquesta propietat.
Suposem que I"usuari A, amb funcié de xifrat e, (ptiblica)
i funcié de desxifrat d, (privada) vol enviar un missatge
signat a ["usuari B, que t€ funcions de xifrat i desxifrat ep
i dy respectivament. Per fer-ho, 1"usuari A pot enviar a B
(x, ¥) =(x, d4 (x)). Recordem que només A pot calcular d,.
L'usuari B pot verificar que efectivament A ha signat el
missatge comprovant que x = e, ().

Una signatura ha d’estar lligada al document que se
signa. En un document sobre paper, la signatura ha d’es-
tar en el mateix full. En les signatures electroniques, la
signatura ha de dependre del contingut del missatge. A
més, qualsevol ha de poder verificar una signatura, no
només aquell a qui va adrecat el missatge. Observem que

en 'esquema que hem descrit abans, la verificacié es fa
utilitzant la funcic¢ e4, que és puiblica.

Ates que el criptosistema ElGamal no és determinis-
ta, no es pot utilitzar de la manera que hem descrit abans
per implementar un esquema de signatura electrOnica.
De tota manera, en el mateix treball de 1985 en qué pro-
posa el criptosistema [15], ElGamal presenta un esquema
de signatura electronica basat també en la dificultat de
calcular el logaritme discret. Una modificacié de I'es-
quema de signatura ElGamal, el Digital Signature Stan-
dard va ser adoptat com a estandard ’any 1994 pel Na-
tional Institute of Standards and Technology dels Estats
Units [20].

3. Esquemes per compartir secrets

Suposem que en un col-lectiu de persones es necessi-
ta I'acord d’algun grup qualificat per iniciar certes
accions o prendre algunes decisions. Aquesta situacid es
pot resoldre amb un esquema per compartir secrets.

En un esquema per compartir secrets es reparteix
un valor k € K secret en fragments entre els partici-
pants d’un conjunt P, de manera que només els sub-
conjunts autoritzats de participants poden reconstruir
el secret a partir dels seus fragments. Els esquemes per
compartir secrets van ser introduits independentment
per Blakley [2] 1 Shamir [25] I"any 1979. Podeu trobar
una introducci¢ a la comparticié de secrets en [29] o bé
en [31].

La familia I" de subconjunts qualificats de P s’ano-
mena estructura d’accés i ha de ser monotona. Es a dir,
tots els subconjunts que contenen un subconjunt autorit-
zat son autoritzats.

En un esquema per compartir secrets amb estructura
d’accés I' 1 conjunt de possibles valors del secret K, a
partir d’un valor secret k € K i d’una certa eleccid alea-
toria, cada participant p € P rep un fragment s, € S, on
S, denota el conjunt de possibles valors del fragment s
de manera que:

1. Els subconjunts autoritzats de P poden reconstruir

el valor del secret k a partir dels seus fragments. Es
a dir, si A € I', existeix un tnic valor k € K per al
qual els fragments {s, : p € A} son possibles.

2. Els participants d’un subconjunt no autoritzat no
poden obtenir cap informacié sobre el valor del
secret a partir dels seus fragments. Es a dir, si, A & T,
tots els valors possibles del secret sén igualment pro-
bables tot i coneixent els fragments {s,: p € A}.

>

3.1. Lesquema de Shamir

L'esquema de Shamir [25], és un dels primers
esquemes per compartir secrets que €S van proposar.
L’estructura d’accés d’aquest esquema estd formada
pels subconjunts amb, com a minim, ¢ participants d’un
conjunt P amb N participants. Els esquemes que tenen
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aquesta estructura d’accés s’anomenen esquernes de llin-
dar (1, N).

Considerem el conjunt de participants P = {1, 2. ... N}
i un enter 7 tal que 1 <1< N. El valor secret que es repar-
teix en aquest esquema ¢s un element del cos finit IF;, on
g =p~>N1ip és primer.

En la fase inicial s’assigna a cada participant i € P
un element del cos x; € [y, onx;, x5 ... Xy son no nuls i
diferents dos a dos. Els valors dels x; sén piblics. Per
distribuir un secret k € [F,, es pren a I’atzar un polinomi
de grau menor o igual que 7 — 1,

f=k+ax+..ax"el,[x]

tal que f (0) = k i cada participant rep el seu fragment
s;=f(x;) € F,. Awes que els valors de k 1 dels coeficients
a; s’han de mantenir secrets, aquesta part del protocol
I’ha de dur a terme un participant especial, D & F, ano-
menat distribuidor.

Vegem que, efectivament, 1’esquema de Shamir €s
un esquema per compartir secrets amb estructura d’accés
['={A c P:|A| 21t}. Qualsevol subconjunt de ¢ partici-
pants pot trobar el polinomi f1, per tant, el secret k, a par-
tir dels seus fragments s = f(xip- onj=1, ..t Poden
fer-ho, per exemple, utilitzant la interpolacié de La-
grange. D’altra banda, si només es coneixen ¢ — | frag-
ments s;; = f (x;), on j = 1, ..., t— 1, per a qualsevol pos-
sible valor del secret k* € T, existeix un {inic polinomi
g (x) € T, [x] amb grau menor o igual que ¢ — 1 tal que
g(0)=k"1ig(x;)=s;pera totj=1, .., t— 1. Per tant,
els fragments dels participants d'un subconjunt no au-
toritzat no donen cap informacié sobre el valor del se-
cret.

Observem que la seguretat de I'esquema de Shamir
&s incondicional, €s a dir, no esta basada en cap suposit
computacional. Dit d’una altra manera, els participants
d’un subconjunt no autoritzat no obtindrien cap infor-
macié sobre el secret encara que tinguessin recursos
computacionals infinits. De fet, per la definicid, aquesta
és una propietat que ha de tenir qualsevol esquema per
compartir secrets.

3.2. Esquemes lineals

El principal inconvenient de I'esquema de Shamir €s
que només €s valid per a estructures d’accés de llindar.
Els esquemes lineals, proposats per Brickell [6] I'any
1989, poden ser implementats en una familia més amplia
d’estructures d’acces.

Considerem T, un cos finit i E un espai vectorial de
dimensio finita sobre I¥,,. Considerem un conjunt de partici-
pants P i un participant especial, el distribuidor, D ¢ F. Per
acadape Pu {D},considerem m,& E unelement deI'es-
pai dual de E. Donat un valor secret k e T, el distribuidor
pren a I’atzar un vector v € E tal que k =1, (v)1calcula, per
a cada participant p € P, el fragment s, =T, (v) e I,
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D’aquesta manera es defineix un esquema per
compartir secrets I’estructura d’accés I" del qual esta
formada pels subconjunts A < P tals que Tp és com-
binacié lineal dels vectors T, amb p € A. En efecte, si
Tp = Z,ca A, T, aleshores

k=mp(v) = 24 ?LPTEP(V) = E 7\,!,5‘/,_

PEs ped

Observem que els escalars A, poden ser calculats per
qualsevol participant ja que els vectors T, sOn coneguts
publicament. No és dificil provar que els participants
d’un subconjunt no autoritzat no poden obtenir cap
informacié sobre el valor del secret.

Els esquemes per compartir secrets construits d’aques-
(a manera s’ anomenen esquemes lineals ideals. Observem
que, per a un subconjunt autoritzat minimal donat, el secret
és una funcié lineal dels fragments. El terme ideal es refe-
reix al fet que, en aquests esquemes, el conjunt de possi-
bles valors del secret coincideix amb el conjunt de pos-
sibles valors del fragment de cada participant. En el nostre
cas, K=S,=F,peratotpe P. [ esquema de llindar de
Shamir també és ideal, ja que també compleix aquesta pro-
pietat.

De fet, I’esquema de Shamir €s un cas particular d’es-
quema lineal. S’obté prenent £ = ), mp= (1,0, ..., 0)e
Exim=(,x,x7 ...x ') e E¥peratoti= 1, ... N.

La familia d’estructures d’accés que es poden imple-
mentar amb un esquema lineal ideal, tot i que €s més
amplia que la de les estructures de llindar, és forga res-
tringida. Per poder trobar un esquema per compartir
secrets per a qualsevol estructura d’accés, hem de consi-
derar una construccié més general: els esquemes lineals
(no necessariament ideals).

Aixi com en els esquemes lineals ideals a cada partici-
pant li correspon un vector de E¥, en un esquema lineal
general s"assigna a cada participant p € P u {D} un conjunt
de vectors, 0, equivalentment, el subespai V, € E* que gene-
ren. Aquests subespais han de ser tals que, per a (ot AcP,

v,cX ¥, obe pNnX ¥, ={0} O

ped ped

I, en aquest cas, I’estructura d’accés I" €s

Ir=qdAcP: R} K

ped

El conjunt de secrets €s I’espai vectorial (IF,) "0 on 7p
= dim V,, i el fragment del participant p és un element
de Iespai vectorial (F,)”? on r, = dim V),.

Simmons, Jackson i Martin [28] van provar que qual-
sevol estructura d’accés I es pot implementar amb un
esquema lineal. La demostracié que donen d’aquest fet
és constructiva.
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3.3. Taxa d’informacio

En un esquema lineal, podem considerar que dim Vp
i dim Vp mesuren, respectivament, la mida del secret i la
mida del fragment que rep el participant p. A partir de la
propietat (1), es pot veure que dim V), < dim V), per a tot
p e P.Esadir, el fragment de qualsevol participant €s
com a minim tan gran com el secret. Aixd no només es
compleix per als esquemes lineals, sind que €s cert en
qualsevol esquema per compartir secrets.

El principal problema del métode proposat en [28]
per construir un esquema lineal per a una estructura
d’accés arbitraria €s que, en els esquemes obtinguts, la
mida dels fragments que reben els participants pot ser
molt més gran que la mida del secret. Es a dir, la
dimensié de V), pot ser molt més gran que la dimensid
de Vp. Aixo no és desitjable ja que, en general, la segu-
retat d’un sistema disminueix amb la quantitat d’infor-
macié que s’ha de mantenir en secret. A més, si la
mida dels fragments és molt gran, augmenta el nombre
d’operacions necessaries per calcular-los 1 també el
nombre d’operacions per calcular el secret a partir dels
fragments d’un subconjunt autoritzat.

Aixi doncs, un dels parametres basics en el disseny
d’esquemes per compartir secrets ¢s la taxa d’informa-
ci6, que es defineix com la raé entre la llargada (en
bits) del secret 1 la llargada maxima dels fragments
que reben els participants. Es a dir, si  és un esquema
per compartir secrets amb estructura d’accés I' 1 con-
junt de possibles valors del secret K, la taxa d’infor-
macio p (Z, T, K) de I'esquema X &s

]0g|K|

P EE K=
( ) max,.p log | S, |

on S, és el conjunt de possibles valors del fragment del
participant p. Observem que la taxa d’informacié d’un
esquema lineal és igual a

dim V,,

max,., dim ¥,

Direm que un esquema per compartir secrets ¢s ideal
si té taxa d’informaci6 igual a 1, que €s el valor maxim
que pot prendre aquest parametre. En aquest cas, la llar-
gada dels fragments és igual a la llargada del secret.
Diem que una estructura d’accés és ideal si admet un
esquema ideal.

La caracteritzacié de les estructures d’accés ideals €s
encara un problema obert. Els resultats obtinguts en la
Iecerca sobre aquest problema [7, 22] fan pensar que una
condicié necessaria i suficient perqué una estructura
d'accés sigui ideal €s Iexisténcia d’un esquema lineal
ideal que la realitzi. A més, en el cas que I’estructura no

admeti un esquema ideal, es pot comprovar que, amb les
millors técniques conegudes per trobar esquemes amb
taxa d’informacio elevada [8, 3, 30] s’obtenen esquemes
lineals.

3.4. Deteccio de mentiders

Els esquemes lineals presenten, perd, un greu incon-
venient: la seva vulnerabilitat a I"acci6é de participants
mentiders. En efecte, per a qualsevol subconjunt autorit-
zat minimal A = {p, ..., p,} € T existeix una aplicacié
lincal x4 : £, x ... x E, — Epque ens permet obtenir
el secret a partir dels fragments dels participants de A.
Observem que I'aplicacid x4 €s ptiblica, és a dir, pot ser
calculada per qualsevol participant. Per tant, en el
moment de recuperar ¢l secret, el participant p, pot donar
un fragment fals s*, | de manera que 5 (555 Sp 55 <+ 5p )
= k*# k. D’aquesta manera, el participant p; enganya els
altres participants i, a més, pot trobar el valor correcte del
seeret, & = k¥ gy 5y =881 0 ey 0)

Ara bé, els esquemes lineals es poden modificar per tal
d’obtenir esquemes incondicionalment segurs contra
mentiders. En un esquema incondicionalment segur, la
probabilitat que una coalicié de participants que no conei-
xen el secret puguin mentir sense ser detectats no depén
dels recursos computacionals d’aquests participants.

Per exemple, a partir d’un esquema lineal tal que
Ep =T, es pot construir un esquema segur de la forma
segilent: donat un secret k € F, es reparteixen frag-
ments corresponents a k i al seu quadrat k%, Es pot
veure que d’aquesta manera s’ obté un esquema incon-
dicionalment segur amb probabilitat de mentir sense
detecci6 igual a 1/g. Es a dir, és tan dificil mentir amb
éxit com endevinar el valor del secret a I’atzar.
Observem que per tal d’obtenir seguretat contra tram-
posos hem hagut de reduir la taxa d’informacio a la
meitat.

Aquesta soluci6 esta basada en 1’esquema segur que
es proposa en [23] per al cas d’esquemes lineals ideals.
En aquest cas, si comparem la taxa d’informacio amb la
fita donada [21], veiem que €s gairebé optima en rela-
ci6 amb la probabilitat de mentir. Ogata i Kurosawa
[21] proposen un esquema segur amb la mateixa proba-
bilitat de mentir 1 taxa d’informacié optima. Aquest
esquema, que estd basat en conjunts de diferéncies pla-
nars, €s computacionalment menys eficient que el pro-
posat en [23].

4. Protocols criptografics distribuits

En sistemes de comunicacié que involucren un nom-
bre important d’usuaris, apareixen diverses situacions en
que els criptosistemes habituals, que permeten la comu-
nicacio secreta entre dos usuaris, no son suficients. Les
votacions electroniques o la televisid de pagament son
exemples d’aquestes situacions.
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En aquesta seccid, presentem algunes d’aquestes
situacions i algunes de les solucions criptografiques
que s’han proposat. Aquestes solucions s’engloben en
el que s’anomenen protocols criptografics distribuits,
és a dir, protocols en que participen col-lectivament un
grup d’usuaris.

Els esquemes per compartir secrets sén un exemple
d’aquesta mena de protocols. Com hem dit abans, poden
ser utilitzats en un col-lectiu quan certes decisions s’han
de prendre amb I’acord d’algun grup autoritzat. Ara bé,
per la seva naturalesa, els esquemes per compartir se-
crets sén una eina important en el disseny de protocols
criptografics distribuits que s’apliquen en moltes altres
situacions. La criptografia de clau puiblica és I’altre com-
ponent important d’aquests protocols.

4.1. Custodia de claus secretes i criptografia de llindar

Un tema que s ha estat debatent intensament des de
fa uns quants anys, sobretot als Estats Units, €s la possi-
bilitat que, per ordre judicial, es puguin desxifrar certs
missatges si se sospita que estan relacionats amb alguna
activitat delictiva.

Aixi, qualsevol usuari d’un sistema criptografic esta-
ria obligat a lliurar les seves claus secretes a alguna auto-
ritat. Aquest dipositari de les claus s’hauria de compro-
metre a utilitzar-les només per ordre judicial.

Ara bé, és clar que els beneficis que el dipositari
podria obtenir d'una utilitzaci¢ il-licita de les claus
secretes serien immensos i, per tant, no es pot demanar a
ningd que sigui tan honrat com per evilar caure en
aquesta temptacio.

Una possible soluci6 es utilitzar un esquema per com-
partir secrets i repartir fragments de les claus entre di-
verses autoritats, si pot ser amb interessos enfrontats.
Aixi, si un jutge creu necessari desxifrar les comunica-
cions adrecades a algun usuari, s’han d’ajuntar els frag-
ments d’un grup qualificat de dipositaris per reconstruir la
clau secreta del sospitos.

De tota manera, aquesta solucié presenta un problema
important: un cop recuperada la clau secreta es podrien
desxifrar tots els missatges xifrats amb aquesta clau enca-
ra que 1'ordre judicial autoritzés desxifrar només alguns
d’aquests missatges.

Una solucié millor I'ofereix la criptografia de llin-
dar, que va ser introduida per Boyd [5] i Desmedt [11].
En un criptosistema de llindar hi ha una clau publica i
una clau secreta que es reparteix en fragments en un
grup de participants. A partir d’un missatge xifrat amb
la clau publica, cada participant obté, amb el seu frag-
ment de clau secreta, un fragment del missatge de
manera que el missatge en clar pot ser reconstruit a par-
tir dels fragments dels participants en un subconjunt
qualificat. Observem, doncs, que no es recupera la clau
secreta, sind només el contingut del missatge xifrat.
S’han proposat criptosistemes de llindar basats en el
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problema del logaritme discret [12] i basats en el crip-
tosistema RSA [10].

4.2, Emissions xifrades

En un sistema de televisié de pagament, tots els
usuaris reben el mateix senyal, perd només els usuaris
autoritzats 1’han de poder desxifrar. Observem que, en
aquest cas, el conjunt d’usuaris autoritzats €s variable.

Els esquemes de xifrat d’emissions ofereixen solu-
cions per a situacions com aquesta. En un d’aquests
esquemes, I’emissor escull un conjunt de claus i assigna
a cada usuari d’un conjunt I/ un subconjunt d’aquestes
claus. Per a cada possible subconjunt P < U d’usuaris
autoritzats, existeix una funcio de xifrat e, de manera que
un missatge xifrat e, (x) només pot ser desxifrat pels par-
ticipants de P. Periddicament, I’emissor escull una clau
secreta S per xifrar I'emissié amb un criptosistema de
clau privada. L’emissor calcula la clau xifrada e, (5), on
P és el conjunt de participants autoritzats en aquell
moment, i ’emet pel mateix canal que I’emissio xifrada.
Només els participants de P podran obtenir S 1, per tant,
desxifrar I’emissio.

El primer esquema de xifrat d’emissions va ser pro-
posat per Berkovits [1] 'any 1991. Darrerament, s han
proposat diversos esquemes amb diferents prestacions
[32, 33, 18].
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In memory of a very precious friend,
Henrik Martens, who loved mathematics
and its applications, Spanish guitar music,
Norwegian mountains and Oberwolfach
—even more than I do.

Asking people on the road, in parliaments, in minis-
tries about useful sciences, one cannot expect that mathe-
matics is very often named in a top list. Of course, it is
useful to practise the brain of pupils; to be good in
mathematics may be regarded as a sign for some intelli-
gence, but for example in my country even many well
cducated people seem to be proud that mathematics was
their horror subject in school («but see, what I have
nevertheless achieved»). There are, however, countries
like France, where the prestige of mathematics is really
very much higher; I quote a sentence from a letter of the
former French president Mitterand to the assembly of
mathematicians in 1992: «Your discussions refer to a
very essential domain of research, which commands the
scientific and technological progress of a country and
they refer to a central discipline of our educational sys-
tem.» Mathematics commands the development of
science and technology of the country —maybe a reality
or at least a dream in France, but what about other coun-
tries?

In Germany some of the research directors of big
companies see it like Mitterand. In 1994 I asked 5 of
them in a letter, what they think about the economic
benefits of mathematics; not all replied, but for example
Prof. Weule, by then research director of Daimler, wrote:
«The demand for a maximum output of industrial re-
search and development today can only be fulfilled by
an increasing use of mathematical methods.» And he
explained why: «Examples are simulation methods,
Wwhich allow to reduce the experimental and constructive
effort for the development of complex products drasti-
cally.» Simulation here is the key word —computer simu-
.lation substitutes more and more real experiments; there
18 still a huge need of new simulation tools, which of

course must always be evaluated by experiments. The
main message is that:

Mathematics always is the core of any
computer simulation.

Those in industry, who almost daily use a certain
software package to simulate a process or the behaviour
of a product, sometimes forget this simple fact —a disad-
vantage for them, since they may forget the limitations of
their tool too and a disadvantage for mathematicians,
since their key role comes out of view.

We will discuss the role of mathematics in simulation
—and therefore in control and optimisation— of technical
processes and products more in details. The general task
was clearly formulated in a lecture by J.L. Lions in 1994;

Mathematics helps to make things better, faster, safer,
cheaper by the simulation of complex phenomena, the reduc-
tion of the flood of data, visualisation.

This means hope and challenge for us! For 20 years I
have tried to work in this direction; I had my first projects
with industry in 1978 and have, since then, found and
waorked on over 200 projects from companies from all
over the world. In 1980 we developed at Kaiserslautern a
new programme called «Technomathematics», which
combines proper mathematics with computer science and
engineering and is now offered at more than 20 German
and some foreign universities. In 1986 I was a co-founder
of the European Consortium for Industrial Mathematics,
which still bundles the efforts of European institutes and
universities in this field. During that time we realised that
Industrial Mathematics, with proper modifications, may
also be of great interest for scientists in 3rd world coun-
tries and started in 1987 a 2 year master programme with
today 30 beginners per year. Finally, in 1995 we founded
an «Institute for Industrial Mathematics» (ITWM) outside
of the university, which has to earn 75 % of its total bud-
get through industrial and public projects. For 1999 we
expect a total budget of 10 Million DM, of which 7.5 have
to be earned; we shall do that with almost 70 fully em-
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ployed postdoc scientists and about 40 part time scientists
and PhD students. We expect to become the first
«Fraunhofer-Tnstitut» for Mathematics in 2000.

These experiences are the basis for my analysis of
the following questions:

A) Why has mathematics become so important for
industry and commerce during the last 20 years and
which kind of mathematics is needed?

B) What are the consequences for research and edu-
cation in the field of mathematics?

The main part of this paper will consist of examples,
how mathematics really helps to solve industrial prob-
lems; these examples are laken from our Institute for
Industrial Mathematics, from research in the Techno-
mathematics group at my university, but also from
ECMI groups and a company called Tecmath, which ori-
ginated 10 years ago from my university group and has
already a very successful history.

A) Simulation, data reduction, control,
optimisation, visualisation

Key words for the role of mathematics in industry. And
mathematics as a key to these keywords: all these state-
ments are already made in the introduction. But why just
now during the last decades of the 20th century? The only
reason is that modern computers allow the evaluation of
realistic mathematical models. Therefore, the behaviour of
complex, 3-dimensional technical systems can be predic-
ted, designed and optimised in a virtual reality, which is
astonishingly near to «real» reality. «Virtual prototyping»
is very fashionable in industry —and again: Its core is
mathematics. More precise: The main components in vir-
tual prototyping and in industrial mathematics are:

Mathematical Modelling and Scientific Computing

By modelling we mean the transformation of real
objects into mathematics by neglecting details, which are
unimportant with respect to the questions we pose. (I know
that there are constructivists, who see the world different:
Our models are the only reality we have. They may be right
—but it is hard to explain this philosophy to an industrialist,
who wants to sell his «real» product.) Heinrich Hertz, the
famous physicist, explained modelling in his «Introduction
to Mechanics» from 1897: «We make images or symbols
of objects in such a way that the logical consequences of
the images are again images of the natural consequences
of the objects.» His models should be «correct» (in the
sense just defined above) and «logically admissible» (not
leading to a contradiction). Models are not unique and it is
the art of the scientist to choose the «cheapest» model. And
it was clear to Hertz: The raw material of these images is,
these models «are made of», mathematics. Of course: The
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better the raw material, the better the model. One needs
good «pure» mathematics to do good modelling: «En-
gineering mathematics» is not enough. There are hierar-
chies of models: Very complicated ones, which could be
very precise —if you have a very fast computer to evaluate
them and if you have information about all the parameters
involved. And simpler ones, deduced from the top model
by simplifications of geometry or by taking asymptotic
limits. This deduction is sometimes called modelling too
and is a real mathematical art. Simple models are in gene-
ral easier to evaluate (often even analytically, the only way
of evaluation before the computer age), but provide you
only with a qualitative prediction, seldom with reliable
data. They are useful to explain certain phenomena, but
industrialists often want the optimal design and the optimal
parameters of a 3-dimensional technical system. To get
these things, you need to evaluate the more complex model
and we do that with aid of scientific computing. By this we
mean to design an algorithm to solve the equation repre-
senting the model, to implement it in a proper computer
system and to organise the data produced by the computer
so that we are able to get the information we want. The
Russian mathematician A.A. Samarskii called the whole
procedure a «numerical experiment» and claimed it to be
«a new scientific method, which determines the style of
thinking of a modern scientist as well as the kind of pro-
blems he is able to attack.»

Model + Algorithm + Programme = MAP

a map from the real into the virtual, mathematical world.

One word more about the relation between asymptotic-
al and numerical methods (which sometimes seems (o cre-
ate a separation between mathematical cultures): I think
that both methods supplement each other and that it is an
essential feature of an industrial mathematician to be know-
ledgeable in both disciplines. Of course we have to choose
the simplest model, which is sufficiently exact; and to get
it, we need analytical (= asymptotic) methods. «What is
complex is to make things simple» (Paul Valéry). But very
often it is not possible to get sufficiently exact simple
models: Then we need scientific computing. It happens
quite often that in one region of the (spatial or time) domain
of our problem a simpler model may be used, but in anoth-
er we need to apply a more complex description: This leads
to domain decomposition and to the task of matching diffe-
rent algorithms for the different models. The American
applied mathematician J. Keller finished his invited lecture
at ICIAM 95 in Hamburg by claiming that, while the first
half of this century was dominated by asymptotical meth-
ods, the second by numerical methods, we are now entering
a century dominated by the combination and interaction of
these methods (I cite it from my memory, since he has not
published the lecture). T will show some applications of
these ideas in our context. I agree completely with Keller:
Our chances are not «either-or», but «and».
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If we want to see how this MAP works, we have to
consider examples from the past; even more interesting,
however, is the question about the future of this re-
search: What are the most challenging problems to be
solved during the first decades of the next century? Of
course, I cannot do what David Hilbert did at the
International Conference in Paris in 1900: He posed 23
yet unsolved problems mainly in pure mathematics,
which influenced the mathematical research during the
Jast century enormously. I even believe that nobody can
do something similar today. What is possible are
«Reflections on the Future of Mathematics», like Avner
Friedman made at the last International Conference in
Berlin, 1998 (see Berlin Intelligencer, Springer 1998).
He described, in a spirit very near to my own, what ma-
thematics can do in fields like material sciences, biology
and multimedia. I shall try to give examples and a para-
digmatic problem for the future in the fields of

I. Design of materials

I1. Design of products

I, Simulation and Optimisation of production
processes

IV. Discovery of Patterns in data for quality control,
economic data prediction and medical diagnosis.

I hope to be able to show which kind of questions in
these fields mathematics can help to answer. I could also
name mathematical research domains, which occur most
often in these projects —domains like multiscale analysis,
free boundary value problems, computational fluid dyna-
mics, stochastic systems, optimisation or signal- and
image processing. And we could make a matrix about
what is used where. But this bookkeeping does not tell us
much —I believe examples to be more illustrative.

l. Design of materials

This is the main goal of material sciences. «Material
sciences is concerned with properties and the use of
materials. The objectives are the synthesis and manufac-
ture of new materials, the modification of materials, the
understanding and prediction of material properties, and
the evolution and control of these properties over a time
period. Until recently, material sciences was primarily
an empirical study in metallurgy, ceramics and plastics.
Today it is a vast growing body of knowledge based on
physical sciences, engineering and mathematics.» (A.
Friedman.)

One problem we encountered arises in dental tech-
nology: We need to compose a material for the filling of
tooth cavities out of a certain kind of «cement» and
small pieces of glass. The composite should have as lit-
tle shrinkage and as much stability as possible: How
Mmany glass particles of which size should the mixture
contain. The process is quite complicated, since the aci-

dity in the cement triggers a kind of sintering in the
glass.

How can we predict the behaviour of such a compos-
ite, not to talk about finding an optimal design? We can
model the material to be linear viscoelastic with aging and
isotropic shrinkage characterized by different parameters
in glass and cement. We get integrodifferential equations
with spatially very inhomogeneous coefficients: Could we
really think of FEM approximations, resolving the micros-
tructure of the composite? Of course we can't. This is a
point where multiscale analysis comes mn: If the micros-
tructure is very fine compared to the total dimensions (the
size of the hole), the details will not play a big role and
averaged quantities will be sufficient. Mathematically we
get them in a limiting process called homogenisation,
when the relation of the microscopic to the macroscopic
scales tends to zero (see for example: E. Sdnchez-
Palencia: Non-homogeneous Media and Vibration Theory,
Springer 1980 or V.V. Jikov, S. Kozlov, O. Oleinik: Homo-
genization of Differential Operators and Integral Func-
tionals, Springer 1994). Homogenisation needs very
tricky mathematics, new concepts of convergence; but
every new problem poses new tasks —here, to include
aging and shrinkage. If this is done, we may talk about the
optimal volume fraction of glass, etc. Much depends on a
good model —dental laboratories often have not enough
facilities to measure the material properties.

Composite Material in Dental
Technology

Composites of glass particles and polymers

Homogenization € =0
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Figure 1: Composite marterial in denial technology.
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So much about a problem we are presently working
on. As a big challenge for the future research in this area
[ consider «fatigue life analysis». During a periodic or
irregular loading material dissipates energy, which leads
to internal fractures and finally to a local break down.
The main interest for fatigue life analysis is shown by car
industry: How long will critical safety components of a
car survive given a «normal» driver on a «normal» road?
Damage events are characterised by hysteresis loops in
the stress-strain relation; this s fine for one-dimensional
strains and stresses and leads to a method called rainflow
counting (see e.g. A. Beste, M. Brokate, K. Dressler:
Kann man berechnen, wie lange ein Auto hélt, in «Math-
ematik in der Praxis», pp. 3-24, Springer 1995).

Lifetime analysis

External stress Geometry Material
\ t /
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operator

¥

Local paths of fension and extension

\

Damage
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Methods:
———
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Figure 2: Service life time.

For more-dimensional situations one needs new con-
cepts —the research started at TecMath and led to practi-
cally very successful tools provided now by an off spring,
LMS Durability at Kaiserslautern and used in almost any
car company in the world. It is good, but not perfect —and
it has to be combined with other research branches like
fracture analysis. Cracks show a very complex, a «frac-
tal» geometry and the questions, where they initiate, how
they evolve and when they branch into several cracks are
still being researched. I don't know about many interac-
tions between fatigue life and fracture analysis. But the
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big challenge in this area is again to design materials
with a maximal duration under given loading. These
may again be composite materials and we get a high
dimensional parameter manifold, on which we have to
find the optimum. Reliable tools to predict the life time
of materials and to find an optimal design —a big task not
only for mathematicians, but for teams of scientists
including mathematicians.

A wide research field inside the material sciences is
related to polymers. Polymers in dilute solutions give
rise to very high-dimensional parabolic equations
(Fokker-Planck equations), where the dimension is
related to the «length» of a molecule and to its linear,
branched or network structure. As financial mathemat-
ics (see IV). has posed new problems how to compute
2000-dimensional integrals, polymers pose problems
how to compute solutions of say 100-dimensional para-
bolic equations. And as in finance mathematics we
have to develop numerical methods based on pseudo
random numbers (and therefore on number theory) to
solve these problems (see: J.F. Traub, A.G. Werschulz:
Complexity and Information, Cambridge Univ. Press
1998).

If we have a «pure» polymeric substance, we have
to study its transition from the fluid to the solid form,
which is a kind of crystallisation. This process poses
exciting mathematical (mainly stochastical) problems
_there is an BECMI «special interest group» based in
Milano dealing with this topic (see €.g. V. Capasso e!
al: Stochastic modelling and statistics of polymer crys-
tallization processes, Surveys on Math. for Industry,
vol. 6, n. 2, 1996).

Let me, last not least in this chapter, mention that
even classical problems from metallurgy pose new and
exciting tasks for mathematicians. Consider casting pro-
cesses in steel production plants or in «normal foun-
driess. In continuous casting for the production of rolled
steel, one has to control the solidification front by a
proper cooling; this leads to an inverse, i.e. ill-posed
problem, where the «free» boundary, the solidification
front is prescribed and the cooling conditions at a fixed
boundary have to be determined. «Inverse problems» is,
like optimisation and many others, a very important sub-
ject, «transversal» to our classification of problems; in
ECMI it is mainly represented in Linz (see H.-W. Engl,
M. Hanke, A. Neubauer: Regularization of Inverse Prob-
lems, Kluwer 1996).

In my institute we cooperate with the software com-
pany MAGMA, which offers a software tool to simulate
the casting of iron in complex moulds. The package
while providing excellent simulations and therefore
being internationally top, has a draw-back: on normal
work stations it may take weeks to get onc simulation
finished. This defines another task for mathematicians:
Find parallel algorithms for work-stations, that do the
same job in one night.
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Figure 3: Solidification in iron casiing.

You see: Not only the so-called high technology
needs mathematics —the basic technologies do it as well.
Especially if they try to approach an optimum: Maximal
quality at minimal costs (and minimal time). And since
even small and mean size enterprises today are forced to
do that, the role of mathematics (as I see it) becomes
more and more crucial.

Il. Design of products

Of course, the border line between the design of
materials and the design of products is as «fuzzy» as the
border line between products and production processes:
The material is part of the product —and the product
depends on the production process. But, in the virtual
world of simulation, you may first think of an optimal
product, where materials and production processes are
virtual; then, in a second step, you may try to realize
appropriate materials and processes. In this sense, the
design of optimal products is the key task. Of course,
there are many examples, where mathematics has helped
in the design of products and I will only choose some of
our experience, which I consider to be quite surprising.

With the first problem —the optimal design of baby
diapers— we have struggled for quite a while. Diapers
consist of cellulose and absorbing grains; the transport
of liquid in diapers is modelled by Darcy's law supple-

mented by ordinary differential equations describing the
absorption process. The permeability, however, depends
strongly on the amount of transported or absorbed liquid
—the problem is ugly nonlinear. The model has to be
checked to be «logically correct» (in the sense of Hertz):
We have to show that it defines a solution uniquely.
Then we have to develop numerical algorithms able to
deal with these nonlinearities; and finally we have to
define the proper material (distribution of the granulate,
kind of cellulose) in order to get optimal properties of
the diaper (minimal surface humidity f.e.). Why is this a
never ending story? Told in details it would show many
quite typical difficulties for the interaction of industry
with mathematics. Often, mathematics is behind the
practical needs —sometimes it is ahead. It took us almost
ten years until industry believed that our striving for
optimality was justified. Even mathematics benefits
sometimes from industrial competition.
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Figure 4: The diaper problem.

Flow in porous media, especially in woven or non-
woven fabrics, is very common in industry: Think about
the flow of oil in filters, of water in the felts of a paper
machine, of sweat in shirts, of resin through a periodic
matrix to form a composite, of blood in measuring stri-
pes, etc. Darcy's law is not always correct —one may
need Darcy with memory or Darcy with inertia or
Brinkman's law; the mathematical theory of homogeni-
sation helps a lot, but here again (as in 1.) a lot of model-
ling and computing has to be done (see e.g. U. Hornung,
ed: Homogenization and Porous Media, Springer 1997).
Think only about the problem that a baby in fact deforms
the diaper. A simple experiment still to be simulated is:
To press out a sponge! Do you see that mathematics lite-
rally is everywhere?

I want to show a second example, from Tecmath. It
originated about 12 years ago, when, after my talk at
AUDI about the «possibilities of mathematics in car
industry», a responsible engineer formulated the need of
a computer model of a human being, including a detail-
ed skin model and including postural comfort. If you
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scan a surface of a human body you get a cloud of
millions of points; if you want to simulate a change of
the posture in a computer, you cannot do it operating on
this cloud. At least not directly: You need a data reduc-
tion —and this can only be done by finding a «lower
dimensional basis» i.e. typical modes of posture; these
modes make a data reduction to less than 100 parameters
possible.

Structure of the Basic Model

| Requirements

+ correct kinematics

+ correct appearance

+ compatibilityto further
models and

Skeleton Model
- reference structure of skin

- kinematics

Skin Model

- contact surfaces
+ appearance

The Structure of the Manikin TEC AT

Figure 5: The basic modes: RAMSIS.

RAMSIS was developed using careful anthropometric
measurements. If this reduction is done, one may define
comfort functions (depending on these parameters) and
find postures maximising the comfort.
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Figure 6: Postural comfori.

Of course, it is a multicriterial optimisation and you
need tricky algorithms (and representation of surfaces)
to do it properly. Then, you may use it to validate the
ergonomy of car seat: What does the driver see, what can
he reach —even, how is the secular change of the data of
a typical driver? How are belts operating— and maybe
even airbags (if our institute will be able to simulate the
expansion of an airbag —see III).

The tool is now operating in almost every car com-
pany in the world. But not only that: To have a good
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model for the human body is useful for many other
things: To study characteristic postures say in hobby and
working, at fishing, biking, etc.

Ergonomie VWalidatiom e

7. _reachable limits

=, belt routing

comfort
assessment
—~ 1 A typologysecutar
simulation of | /=¥ growth
realistic postures |
Special Features of RAMSIS TECMaTe

Figure 7: Features of RAMSIS.

Application: Design & Optimization

RAMSISCAD Tool

realistic human model
posture simulation
comfort analysis

force analysis

belt analysis

vision & mirror simulation
surface model

RAMSISBodyBuilder

anthropametric typolagy
measurement fitting

secular growth

test sample design

multi dimensional probability
multi dimensional percentile
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Stand-alone System
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Integrated System
{(GATIA, SDAC, ICEM, SYRKD)

[ntegration Toolkit
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Figure 8: Applicarions.

A new and very profitable application is in tailoring:
The body is scanned (the point cloud is produced), the
scan is projected to the manifold of RAMSIS modes,
clothes are virtually put on the body, they are designed
and inspected in different postures, the patterns for tai-

) VITUS -the applications
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Figure 9: Made-to-mesuirclothing.
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loring are designed by the computer and the clothes are
produced: made-to-measure clothes, 20 % more expen-
sive than industrially produced ones. And of course pos-
qibilities for extensions are infinite, for example to shoe

making.

e
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Figure 10: Made-to measure shoes.

I believe that this computer model of a human body
is just a very typical example for what will be an impor-
tant task during the next century: Individual products,
designed according to the needs of individual persons
(think of children or old people) and producible at costs
not much higher than mass ready-made products. Of
course the geometric shape of the human body is impor-
tant, but by far it is not everything: Operating the prod-
ucts and the functioning of the product may be adapted
to the individual capacities of the user.

A field, where mathematics has become very popu-
lar during the last 10 years, finance mathematics,
seems to have similar goals: To design financial prod-
ucts like options, block of shares according to the wish-
es of the customer. Mathematics here is different: Time
series analysis, theory of martingales, free boundary
value problems for Black Sholes equations. Mathe-
matical chairs for and books on this subject shoot up at
present, new study programmes are created and high
salaries in banks offered to our graduates. It is wonder-
ful that quite advanced mathematics found a new, pros-
perous field of application; but I believe that quite soon
we will reach a more modest saturation level.
Altogether, the design of individual products (who
have to be produced nearby, not at far east) may essen-
tially contribute to the bright future of mathematics
(see e.g. P. Wilmott, J. Dewynne, S. Howison: Option
Pricing, Oxford 1993).

lIl. Simulation and optimisation of production
processes

When the product is designed, it has to be produ-
ced. I said already that design and production are

strongly correlated. And, of course, the machines for
production are again products of another company,
products, which should be designed optimally with
respect to their task, to produce these products. To
improve the quality of paper is a task for the paper
manufacturer as well as for the paper machine manu-
facturer.

I want to take again examples from our own expe-
rience: from paper and from glass industry.

If we want to model complex production processes,
we have to realise that again we have a hierarchy of
models. Look for example at a paper machine:

Hierarchical structure of the models

Process - Paper machine

—— press dryer
section

preparation) o =

headbox ~ WIr®

ctio

machine
7o . calender

W f B ety pope
‘ roller

Subprocess - Wire section

Component - Dewatering

s
/ o |
{e FERERS U)’

P TS

Equations

MJH-‘,_]%EJ-tVl‘KJ(W,WED'hr,)) in Q,x(0,T],
#

w X, 0) = wylx) in £, o
@, (w)) =4l1) on €1, x[0.T], |
= K, (w VO, () =0 on d2\IQ, x[0.T]. BT 0

Figure 11: Hierarchical structure of models for a paper machine.

You may have the whole process in your focus —we
call that again the macroscopic view. Then you may
consider the sub-processes just as input-output systems
with capacities and buffers in between, forming a net-
work with stochastic perturbations, etc. Stochastic ma-
nufacturing systems may be considered as a network of
queues and simulated as such; under the so-called heavy
traffic assumption (the buffers are never empty), a diffu-
sion approximation for the network may be derived,
which has as many variables as the system buffers.
Again we end up with 50-dimensional diffusion equa-
tions —an exciting task and similar to the polymer prob-
lem of section L.
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(A1) Simulation
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Figure 12: Simulation of manufacturing systems by diffusion.

We may also think of an optimal control of the whole
system, where we have only one control variable per
input-output system (machine unit).

This leads to Hamilton-Jacobi-Bellman equations
and a lot of tricky analysis and numerics. Even questions
concerning the optimal time to buy a new machine could
be integrated and management decision could be sup-
ported (see e.g. S.P. Sethi & Q. Zhang: Hierarchical De-
cision Making in Stochastic Manufacturing Systems,
Birkhiuser 1994).

On an intermediate level we look at the subsys-
tems more closely; instead of modelling them as a
black box, we try to model the flow of energy and
material in order to derive a dynamical system with
controls like input of material, temperature, etc. A lot
is done on this level, which we call the mesoscopic
view. New research turns into the direction of adapti-
ve or learning systems, where unknown or changing
parameters of the system are updated automatically.
System theory, neuronal networks and fuzzy logic to
integrate expert rules are modern key words in this
field.

Finally we may look at the finest level, the physical
processes occurring in a paper machine; we call it the
Microscopic view.

None of these processes —grinding, spreading, dewa-
tering, pressing, drying, smoothing, coating and poping—
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(A2) Optimal control
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Figure 13: Optimal control of a meanufacturing systent.

is simple to model. In spite of the fact that quite a lot of
work is done, for example at the ECMI centre in Finland
at Jyviskyld, there is even still more to do: Multiphase
flows with free boundaries, sedimentation, flow in de-
formed porous media, again free boundary value prob-
lems, thin layer approximation... If you really want to
understand the task, you have to look at a paper-mill, a
huge monster, which you want to simulate.

What is really needed is a proper combination of all
these hierarchical levels in order to get a tool for diag-

(C) Microscopic Aspecis:
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Figure 14: Microscopic aspects for a paper machine.
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nosis: How can you influence the quality of the final
product, how can you avoid failures like tearing. Risk. or
petter diagnosis tools for the total system: That is what
industry 1s looking for, not only in paper-mills or prin-
ting machines or polymer fibre plants —even in systems
like planes or fast trains, etc.

Much of the work industry or research institutes like
ours are doing in this field is classified. It would be a bad
sign for the commercial value of our work, if it would
always be pre-competitive. Sometimes we are not even
allowed to name the company we are cooperating with,
sometimes only the tricky details are kept secret.
Therefore I select an example, a cooperation of our in-
stitute with a company, which runs already over more
than 3 years and has been so successful that we may tell
about the cooperation —maybe not the latest, but at least
the fundamental ideas. The companies name is Schott
and it is one of the best known glass producers in Ger-
many; and the problem is old —so old that the German
physicist Fraunhofer, who gave the name to the research
association we are related to, already struggled with it
200 years ago: During the cooling of glass, heat is to an
essential part transported by radiation; if one wants to
control the cooling process (in order to avoid cracks),
one has to predict the temperature evolution and there-
fore the radiation. Glass is a semitransparent medium:

Cooling of glass through radiation
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Figure /5: Cooling of glass through radiation.

Each point in the glass absorbs and emits rays at the
same time. Ray tracing, relatively easy for surface-to-
surface radiation, where the points in between do not
influence anything, becomes very expensive, in realistic
3-dimensional configurations it is not feasible. Mathe-
matically we have to solve a 6-dimensional integrodiffe-
rential equation, coupled with the heat equation.

There are many asymptotic methods, using the optical
thickness as small parameter; the most often used
Rosseland approximation is quick, but not sufficiently
accurate. Combination of ray tracing, where it is neces-
sary (i.e. at the boundary) and diffusion approximation,
whenever it is possible, is in the spirit of combining
analytical with numerical methods; a proper 2-scale
Ansatz is a more elegant similar approach, which permits
us now to do accurate 3-dimensional calculations in a rea-
sonable time; this gives our partner a lead and us (besides
the money) scientific success. Morcover, radiation in
semitransparent medium happens not only in ordinary
glass production; even in medicine for example the
human body is semitransparent for certain rays —a fact,
which is used in radiation therapy. Many more applica-
tions are at hand (see e.g. F. Zingsheim: Numerical So-
[ution Methods for Radiative Transfer in Semitransparent
Media, PhD-Thesis, Kaiserslautern 1999).

A completely different kind of mathematical problem is
posed by the production of plastic fibres. Here, air streams
flow through an ensemble of very thin fibres, through a fila-
ment. How does the air flow interact with the fibres? These
fibres are almost one-dimensional objects in a 3-dimen-
sional flow: An Euler model would not even notice them.
For wet spinning, where the fibres are drawn by means of
rotating rollers, nice work has been done at another ECMI
centre, at OCIAM in Oxford.

For quite a while we have worked on air-spinning
processes, and tried to find numerical schemes comput-
ing the flow and the motions of the fibres at the same
time. The main problem of course is the complex geo-
metry of the flow region: The filament forms a moving,
complex, interior boundary.

Similar problems appear if you want to predict the
behaviour of sails or flags in wind or other similar indus-
trial processes. To compute flows in complex regions
with quickly moving (free) boundaries we would prefer
to use grid free methods. There are two main ideas to
develop those methods.

1. Particle methods like «Smoothed Particle Hydro-
dynamics». Here «particles», mathematically understood
as O-measures, carry information like velocity, energy,
etc.; they move with their velocities, but change these
velocities, energies, ete. according to ordinary differential
equations (with the number of variables corresponding to
the number of particles) in such a way that the particle
number density, the particle momentum and energy den-
sities approximate air density, momentum and energy,
which solve the Euler or Navier-Stokes equations.
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Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)
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Figure 16: Smoothed particle hydrodynamics.

The method, very popular in astrophysics, is not very
accurate, but working even for difficult problems -as
long as the flow does not get incompressible, i.e. for suf-
ficiently large Mach numbers. Incompressible Navier-
Stokes equations should not be attacked with SPH.
There is an alternative method called.

2. Lattice Boltzmann Method (LB). It is by far not
grid free. Opposite: As the name says, it works on a
lattice in space and we consider particles flowing
through the lattice but only with velocities built-in in
the lattice.

And we use a kinetic Boltzmann equation like descrip-
tion, which considers the evolution of densities /" (£.x,v) in
position —and velocity space. Normal density, momentum
and energy are moments of f with respect to v. Everything is
now discrete: time, position and velocity; the kinetic equa-
tion contains an equilibrium F,, and a relaxation parameter
—both can be chosen such that the moments approximate
incompressible Navier-Stokes equations (Shiyi Chen, G.D.
Doolen: Lattice Boltzmann Methods for Fluid Flows,
Annual Rev. Fluid Mechanics 30, pp. 329-364, 1998).

But again: Ar and even Ax have to be chosen small,
when the Mach number of the flow is small —and since
we want to describe incompressible gas now, the Mach
number is small. So, why is it nevertheless a good idea?
The evolution of fis extremely fast; therefore we can use
very fine lattices, millions of cells —and a very fine latti-
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ce is of course as good as no grid at all. It is able to resol-
ve complicated structures. But still, there are many prob-
lems to solve and ITWM has a group of 5 scientists wor-
king on the feasibility of these methods for industrial
flow problems. The combination of codes for compres-
sible and incompressible flows is necessary, since this is
not a real alternative: Industrial flows may well be com-
pressible and incompressible at the same time, but in dif-
ferent regions. There is hope to get progress in this direc-
tion using the idea of «kinetic schemes» (M. Junk: Ki-
netic Schemes, PhD-Thesis, Kaiserslautern 1997).

Of course, there are many more production processes
in completely different fields: Think for example of oil
reservoir modelling, where again flow in complex
porous media has to be modelled and simulated. ECMI
groups in the north of Europe (Oslo) and in the south
(Sardegna) provide European expertise. Or think of the
production of a good Italian espresso: The ECMI group
in Florence has done marvellous work —you may even
taste it.

IV. Discovery of patterns for quality control, prediction
of finance data and diagnosis of medical data

This is an area where a very efficient tool is already
available: our brain. Evolution has taught it to discover
patterns in audible or visual signals and to classify them.
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But to teach computers to have the same capacity is still
out of scope.

Think only of walking through a pedestrial area in
your home town, obviously checking hundreds of faces
in seconds and discovering that a certain face belongs to
a person you knew very well but haven't seen since 10
years. The brain realises the similarity between the face
we just see and another, younger face, which we had
seen long time ago —one of the maybe 1000 faces it has
stored since then. How long will mathematics and/or
computer science have to make intense research until a
computer can do the same?

More easier and an example from our projects: Look
at a veneer and try to classify it according to its quality;
that is what men and women do in a furniture manufac-
tory every day at a high speed. But how can we tell a
computer what is quality and to determine it?

The main problem is the amount of data: The image
given by a veneer consists for example of 256x256
pixels with 256 grey values at each pixel. How should
we classify points in 256°-dimensional spaces? The first
problem is always data reduction —as it was with RAM-
SIS, the model of a human body: We need to find
«modes», an underlying structure, which allows us to
describe a single image by say 20 (instead of 256°) para-
meters. In the veneer case the best way to do it was to
ask the biologists: A tree trunk is a perturbed cone and
the annual rings as well; a veneer consists therefore of
perturbations of conic sections. The perturbations are
caused by the axis of the tree being a curve (and not a
straight line) and by knots. Using these informations we
may reduce the number of parameters in fact to about 25.
The next problem is an inverse problem again: Given a
real veneer and our 25-dimensional model class —find
the 25 parameter values giving the best approximation of
our real object. This problem can be solved, but we are
still far too slow in comparison to what industry is
asking for. The last problem would then be to classify
these points on our 25-dimensional manifold according
to the quality; this task can be learnt from experienced
persons by training a neuronal network according to
their judgements. This would be quick and at least as
reliable as human beings.

The steps above are typical: A model class, a set of
modes, has to be constructed, which allows the reduction
of data to a feasible amount; the identification of the best
approximation in the model class to a given real object
has to be performed; the classification rules for elements
in the model class must be learnt.

We will find this job pattern in any pattern recogni-
tion job again; there seem to be ideas in neurophysiol-
ogy, how our brain does it —but besides this very modest
transfer of ideas, which is intimated in notions as «neu-
ronal networks», not much is yet done. To increase this
transfer is, in my view, one of the big tasks for future
research.
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Figure 18 Simulation of veneer patterns.

Other problems of quality control are similar and
conceptually even simpler: Find defects in a woven
fabric (for example knitwear), judge the quality of a non
woven fabric, given as a properly chosen distance to uni-
formity. («Properly chosen» means to find a metric mea-
suring the distance between two images in such a way
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Textile type: Flat fabric

Non woven fabric

Figure 19a: Inspection of fabrics.
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that the judgement of experts is reflected in this distan-
ce: | believe that a large part of modelling consists in
finding proper norms or distances.) In these cases the
model class is given by wavelet filters or a similar local
multiscale analysis, the identification is done through a
fast wavelet decomposition or another pyramidal algo-
rithm (see e.g. J. Weickert: Anisotropic Diffusion in Ima-
ge Processing, Teubner 1998).

Sometimes, the quality of a «surface» or an image is
determined by certain properties of details. For example,
size and density of inclusions in a cut through cast iron
may determine the quality of the iron; the model class
here is provided by stochastic geometry («grain proces-
ses»), the identification of the parameters is a typical
parameter estimation task in statistics.

More complicated is a problem from biology: The
state of protozoons is judged from the length of their fla-
gellum and the size of the «body». Since we did not find
a proper model class we tried to study the «intensity
mountain», given by the image of a single bacterium. A
lot of nonlinear smoothing has to be done to arrive at a
mountain which we can deal with.

Now we have to decide: s this «side mountain» on
the left a flagellum? How do we determine the
«ground plan» and by that the size of the mountain
area? Bven tricky methods as «Active Contour» or
«Snake» methods do not work without errors. People
in biological laboratories do the job with a lot of
stress, but without many errors.

Since we are already near to medicine, we may
switch to this field, which I believe provides enormous
challenges for the future. The situation in medicine is
new with respect to the amount of available data: The
use of data bases allows to store the long-term observa-
tion data of patients.

Modular cast iron

Size and shape of protozoon’s

Figure 19b: Inspection of surfaces.
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Consider a human body as an input-output system,
for which we have collected many input and output
data as medication, food, etc. and temperature, heart
beat, blood pressure, etc. respectively. From a careful
long term observation we may have gathered hundreds
of thousands of data. Now we choose a model class for
this input-to-output mapping: For example linear con-

Figure 19¢: Size and shape of bacteria.

trol systems or neuronal networks. To identify an indi-
vidual patient in this model class means the classical
task of identification of systems or training of net-
works. Finally we have to classify the «identified»
patients according to their state of health; here we may
use experiences from experts, which can be often for-
mulated in a fuzzy setting.

An example from our institute is the task to support
the diagnosis from a thermogram. In thermography one
measures the surface temperatures of a patient at ca. 100
points; the measurements are done twice, the second
ones after cooling down the body a little bit. In this way
one gets the system response to a cold stimulus; we see
the temperature regulation of the body. A thermogram
consists therefore of 2 times 100 data. And we repeat
this thermogram and do it with many patients. This data
base, together with expert rules, provide an input for a
learning system, which at the end is able to make a diag-
nosis incorporating the knowledge stored in the data and
in the expert rules.

The method is now used in oncology and seems to b
very promising.

Another medical project we are involved in concerns
the evaluation of electrocardiogram data. There again is
a lot of expert knowledge, but are there more than fuzzy
rules?
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Support of diagnosis in thermography
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Figure 20: Support of diagnosis in thermography.

It seems general belief that the series of distances
of heart beats contains most of the mformation; but
how do we extract this information from the series x,
x;... of beat length? It would be optimal to find a char-
acteristic number assigned to the series, which tells us
about the health or illness of the patient. A regular
beat would mean x; = x, = ...; but is regularity a good
sign?

More information is visible, if we consider clouds of
points in R? or [B?, which are made of 2 or 3 consecuti-
ve beat length:{(x,, X,.1, X,42) € R*| n =1, 2...}. The
cloud degenerates to a point on the diagonal for com-
plete regularity and it will be a «slim club» along this
diagonal, if the beat changes slowly. If the club is too
slim, experts consider it as a bad sign.

But what are the proper characteristics? Again, we
have much long term data, for which we know the fate
of the patient. Therefore, it we would have a sugges-
tion, we can check, how good it is. Astrophysicists
have proposed a number —they used their experience in
dealing with point clouds; and it works rather well, but
optimal? One may again think of many model classes
~those from stochastic geometry (my favourite) or
from fractal geometry (there are many attempts in this
direction —they speak of «chaos» in heart beat; but it
seems that they are not better than the astrophysicists)
or something completely new. A very exciting research
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Figure 21 Information in ECG data.

field: We have to find order, structure in seeming by
unstructured patterns: Who else if not mathematicians,
whose profession it is to find ordering structures,
should try to solve those problems.

Another tield of finding patterns in data belongs to
finance and commerce, which I already mentioned in IL
The data are provided by the time evolution of the prices
of financial assets; the models are taken from stochast-
ics. The evaluation of the models, the answer to questions
about arbitrage opportunities or about option pricing leads
to new concepts and theories in probability theory, func-
tional analysis, partial differential equations, etc.

Even completely new questions, maybe from other
fields, where actions of many human beings are deci-
sive, may come up: Nobody would have predicted the
boom of finance mathematics 25 years ago! Maybe we
have «sociological mathematics» after 25 years from
now? The Austrian novelist Robert Musil in his «Man
without Properties» (chapter 103) talks about thermody-
namics of moral: In societies, the stochastic behaviour of
the individuals, in spite of being very important for the
individuals themselves, does not contribute very much
to the evolution of the ideas in the society. Individuals as
Brownian particles, the society as a kind of gas of parti-
cles: Are more mathematical models in sociology possi-
ble and even useful? Finance mathematics seems only to
be a start in this direction.
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B) The task ahead

A few months before he died in 1993, the ECMI pre-
sident, Henrik Martens from Trondheim in Norway,
wrole an article with just this title «The task ahead» (see
Surveys on Mathematics for Industry, vol. 4, n. 1, 1994),
where he focussed on a problem he considered to be of
primary interest: How do we prepare our students for a
profession as an «industrial mathematician»; I tried to
describe the corresponding «discipline» in this article.
The consequence of this new discipline is a profession
with special «attitudes, habits and skills, which are not
usually emphasised in the mathematical community, and
often quite foreign to the research mathematicians. We
may well see the emergence of industrial mathemati-
cians as members of a new technological profession,
solidly rooted in the mathematical sciences, but with its
own professional profile and goals» (H. Martens).

Figure 22: The entergence of an industrial mathematician.

These attitudes, habits and skills of a mathematician
in industry (not necessarily an «industrial mathemati-
cian», who makes mathematics for industry) were des-
cribed on a solid base of success stories in US Industry
by the STAM Report on Mathematics in Industry, 1995.
I just cite a few sentences from the SIAM NEWS article
about this report; it runs under the headline «Change is
important» and evaluates the responses of mathemati-
cians in industry: «More than 30 % of PhD respondents,
however, assessed their preparation (at the university) as
less than good in some of the very areas identified as
crucial for success in a non-academic setting: compu-
ting, the flexibility to work effectively on a range of
varied problems, breadth of scientific background, team-
work and communication. An overwhelming majority of
mathematicians surveyed (90 %) indicated that change
in the graduate education of mathematical scientists is
important.» Even if we are willing to change: How
should we educate our mathematics students (or even
our engineering students during their mathematical edu-
cation)? The key words are again «modelling» and
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«scientific computing». When the students, after the first
two years, are «solidly rooted in the mathematical scien-
ces», modelling should be taught by doing. We call that
«modelling seminars» or «project seminars»: Students
work in (if possible: interdisciplinary) groups of 5 stu-
dents during one semester on a real world problem,
which originates from our multiple contacts with
industry. The problems are given in their original non-
mathematical settings, they have to be modelled, to be
evaluated with a computer and presented in a proper oral
and written form. These seminars are the key features of
our education and lead often to master theses with sub-
jects from industry but supervision at the university.
Communication skills, normally not a strong point of
mathematicians, have to be better developed: Mathema-
ticians have to communicate with people from indusiry,
who pose the problem, with other scientists, even with
«common people». The obligation for someone engaged
in teaching mathematics to engineers was put quite simply
again by Martens «To seek out whatever mathematics is
relevant to technology, and make it available to the engi-
neer». Why not to the mathematician t0o?

So much about the primary task ahead: education.

But there is a task for science (or university) politics
too: Research in this interdisciplinary field, research,
which «falls among all stools», must be academically
rewarding. To develop and implement a tricky algorithm
should be acknowledged as a scientific achicvement
completely equivalent to proving a new theorem. Do not
misunderstand: Not every mathematician should work
that way. But «it seems to me that you have to do very
good theoretical mathematics in order to justify a total
lack of interests in the problems of society» (Martens).
We need pure mathematicians, we need them urgently
—but only the very good ones. And we need more «brid-
ge builders», people with knowledge of both sides, of
mathematics and of industrial requests; we need them in
industry, but also as professors at universities. Academia
has to reconsider its criteria for the promotion of young
mathematicians; if not, I do not think that modemn
society will stand in awe of such a situation for very
long.

Finally there is a task for the responsible managers in
industry and commerce: Not many of them have yet I¢-
alised the power of mathematics. Whenever I visit a new
company I experience an attitude of scepticism with re-
spect to mathematicians. «How can these theoreticians
help us in solving our practical problems?» The image of
mathematics is often formed by school mathematics, and
it appears therefore to be an ivory tower science. It is an
advantage that we can show the benefits other compa
nies have from mathematics; how could we earn several
millions of Euro every year from industry, mainly from
small and mean size enterprises, if these companies
would not benefit from our work! Others do not trust i
simulations at all —an experiment has to be real and not
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virtual. And sometimes these sceptics are right: «Mathe-
matical modellers look to an uncertain future» headlines
he last issue of SIAM NEWS, December 1998. What it
means is that complex maodels, like models for global cli-
mnate, multiphase flow or urban traffic, carry some uncer-
winty, which may be quite prominent. If problems are
inherently stochastic and/or highly nonlinear, we cannot
make the models as correct as we like just by adding
more terms. The request to find methods to quantify and
predict this uncertainty may even reshape our scientific
methods. :

Even if the uncertainty is small, each model has its
assumptions; a model is only correct (in the sense of
Hertz) if these assumptions are justified. Scientists have
1o be honest in stressing these restrictions, especially if
their results become relevant in political discussions. I
think that most mathematicians are!

But, finally, many simulations are astonishingly
correct. In most cases I have seen, the errors of simula-
tion were much smaller and not larger than I had expec-
ted: Industrialists rarely ask for results with a precision
better than 1 %; they are often content with a 5 % error,
sometimes even with a qualitative understanding of a
process.

And therefore, the managers should give a chance to
simulation: If they really want to optimise a process or
product (of course: in order to be better than the compe-
titor), they have to develop a simulation tool timely. If
the competitor has already succeeded in improving his
product, it is too late to start with simulation.

If we are successful in achieving these goals, mathe-
matics will not only be the key to key technologies, but
one of the most important technologies itself.

Therefore we need

e open-minded mathematicians with a spirit of
adventure,

¢ industrial managers with curiosity for and confi-
dence in science and mathematics and will to
invest in future,

e students well trained in modelling and scientific
computing with ability to formulate and solve
problems in a wide variety of areas, skills in
communicating and the ability to work in inter-
disciplinary temas.

"‘n‘f-‘a LA

Figure 23.
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La realidad es endiabladamente complicada, llena de
recovecos insondables y oscilaciones imprevisibles, ine-
fable en su inagotable riqueza e inasible con nuestras
redes conceptuales. Pretender abarcarla y conocerla en
su exacto detalle es una meta utdpica, que sélo conduce
al mareo y la esterilidad intelectual. Lo tnico que nos
resulta transparente y perfectamente comprensible es el
mundo ficticio de la matemdtica, hechura y creacion
nuestra, que conocemos como si lo hubiéramos parido
(pues, en efecto, lo hemos parido, aunque no sea més que
con la cabeza, como Zeus a Palas Atenea). Por ello el
método de la ciencia moderna, y en especial el de la fisi-
ca, pasa por la construccién de modelos mateméticos de
los sistemas empiricos. Esos modelos s6lo corresponden
a la realidad que modelan con grandes dosis de aproxi-
macion, abstraccion y simplificacién. Pero nos permiten
comprender una realidad de otro modo incomprensible,
formular preguntas precisas, computar las respuestas uti-
lizando toda la artillerfa del cdlculo matemadtico, y final-
mente obtener respuestas aproximadamente correctas.
Incluso las cuestiones mds triviales, como «;cudnto
pesas?», requeririan respuestas de una complejidad infi-
nita, si no las simplificdsemos. Nuestro peso varia cons-
tantemente, cada fraccion de segundo, cada vez que res-
piramos, comemos, bebemos, sudamos o excretamos,
varia con cada paso que damos, con cada palabra que
pronunciamos. Construyendo un modelo numérico gro-
scramente simplificado, contestamos: «70 kilos».
Pensemos en la superficie de nuestro planeta. En una
primera aproximacién decimos que la Tierra es una esfera
cuclidea, con lo cual podemos calcular su superficie y vo-
lumen, conociendo su radio o su meridiano, podemos com-
Putar los dngulos de la navegacién aérea y podemos re-
Presentarla cartograficamente mediante proyecciones ade-
Cuadas. Pero, obviamente, Ia Tierra no es una esfera. En
Una segunda aproximacién decimos que es una esfera
achatada por los polos, lo cual tampoco es cierto, aunque
Ya se aproxima un poco mds. Asi, podemos ir definiendo
una sucesion de figuras geométricas cada vez un poco
mds complejas y un poco mds proximas a la realidad,
PEro siempre grotescamente alejadas de ella, si uno se
Pone a fijarse en los detalles. La forma real de la super-

ficie terrestre incluye cada hoja de cada drbol y cada pelo
de cada mamifero y cada espuma de cada ola. Esta forma
varia constantemente con cada brisa que sopla, con cada
automovil que pasa, con cada gota de lluvia que cae.
Ninguna geometria conocida ni imaginable podria dar
cuenta cabal de forma tan prodigiosamente compleja. Ni
falta que hace. Como ya sabia Borges, solo la Tierra
entera es un mapa completamente exacto de la Tierra,
Cuando buscamos otro mapa, lo que pretendemos es
obtener una representacion simplificada y manejable,
que podamos entender y que nos permita contestar con
suficiente (pero no excesiva) precision a las preguntas
que nos hacemos; en definitiva, lo que buscamos es un
modelo simple de este planeta complejo.

Si nos elevamos a la contemplacién del universo en
su conjunto, y el vértigo no nos deja aténitos, sélo me-
diante la teorfa general de la relatividad podemos esperar
describir algo tan inmenso. Sin embargo, esa teoria, aun-
que ella misma ya es de por si una simplificacién ma-
temdtica, sigue siendo apabullantemente compleja (me-
nos que la realidad, claro, pero todavia demasiado para
nuestras limitadas entendederas). No sabemos cdmo
computar y como resolver ecuaciones en todos los casos
que la teoria admite, sino s6lo en los casos extraordina-
riamente simples de la métrica de Friedman-Robertson-
Walker, que corresponden a un universo perfectamente
is6tropo y homogéneo. Y asi, simplificando todavia mis,
suponemos que el universo es isétropo y homogénco,
aunque sabemos que en realidad no lo es, sino que mds
bien tiene estructura esponjosa formada por enormes
vacios rodeados de increibles concentraciones de gala-
xias. Gracias a ello podemos hacer cosmologia. Pero
nuestros modelos cosmolégicos son meros modelos ma-
tematicos, simplificaciones drésticas aunque inevitables,
y no reflejan la compleja realidad de la distribucién de
masas en ¢l espacio-tiempo mds que de un modo vaga-
mente aproximado y cum granu salis.

Lo mismo ocurre con las otras ciencias. El mayor
triunfo de la biologia de nuestro siglo ha consistido en
desentrafiar el c6digo genético, pero nuestro modelo del
sistema genético simplifica considerablemente lo que de
hecho ocurre en la célula. Las gramdticas generativas y
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fonologfas estructurales de la lingliistica son modelos
abstractos, simples e idealizados de la complejisima rea-
lidad del habla. Especialmente conspicuo es el caricter
simplificador de los modelos de la teoria econémica. De
todos modos, nada de esto debe considerarse como una
critica. Mds vale pdjaro en mano que ciento volando.
Mis vale una aproximacion computable que una verdad
absoluta incomputable. Mds vale el arduo progreso de la
ciencia real que la fatua afioranza de un saber imposible.

Los conceptos cientificos

Asi como no se puede dibujar sin lineas, ni se puede
pintar sin colores, tampoco se puede hablar ni pensar sin
conceptos. Esto vale tanto para la vida cotidiana como para
la actividad cientifica. De hecho, muchos de los conceptos
cientificos actuales provienen de conceptos cotidianos,
aunque durante el viaje se han transformado, ganando
sobre todo en precisién. Asi, las nociones quimicas de hie-
ro (Atomo con 26 protones en su nicleo) o de agua (H>O)
precisan nociones previas del lenguaje ordinario.

Es usual dividir los conceptos cientificos en clasifi-
catorios, comparativos y métricos.

Conceptos clasificatorios

Los conceptos clasificatorios atribuyen propiedades
a los individuos del dominio que clasifican, de tal modo
que a cada individuo se le atribuye una y s6lo una de
esas propiedades. Una clasificacion de un dominio es un
conjunto de conceptos clasificatorios que clasifican ese
dominio, es decir, que lo dividen en clases disjuntas y
conjuntamente exhaustivas. Esas clases (es decir, las
extensiones de los conceptos clasificatorios en cuestion)
constituyen una particion.

Una familia de conjuntos {B, ... B} esuna particidn de
un conjunto A si y sélo si (i) para cadai,j(l <i#j<n)
B;n B; =@,y (i) Byw... uB, =A.

Una relacién binaria ~ entre objetos de un dominio A
es una relacion de equivalencia si'y solo si es reflexiva,
simétrica y transitiva en ese dominio (es decir, si y s6lo
si para cadax, y,z€ A: () x ~ X; (i) x ~v =y ~ x; (iti)
X~yAYy~z=x~z). Dadauna relacién de equivalen-
cia en A, llamamos clase de equivalencia de un elemen-
to x € A, [x], a la clase de todos los elementos de A que
estdn relacionados con x en esa relacion de equivalencia,
[x]={ye Aly~x}.

Toda relacién de equivalencia ~ sobre un dominio A
induce una particion de ese dominio en clases de equi-
valencia, llamada el espacio cociente de A por la rela-
cién ~, y simbolizada como A/~. Este hecho se usa con
frecuencia para clasificar un dominio mediante la previa
introduccién de una clase de equivalencia. Considere-
mos la siguiente relacion de equivalencia ~, sobre el
dominio A de los atomos. Para cada dtomo x, y € A1 X ~,
v < x tiene el mismo nimero de protones en su nicleo
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que y. La clase de equivalencia (respecto a esta relacion)
de un 4tomo determinado es el conjunto de todos los éto-
mos que tienen su mismo nimero de protones en el
nticleo, es decir, es un elemento quimico. Asi, el ele-
mento quimico carbono es la clase de todos los dtomos
que tienen 6 protones en su nicleo, el elemento quimico
nitrégeno es la clase de todos los dtomos que tienen 7
protones en su nucleo, el elemento quimico oxigeno es
la clase de todos los dtomos que tienen 8 protones en su
nicleo, etc. El espacio cociente A/~ es el conjunto de
los elementos quimicos.

Sistemas comparativos

Algunas cuestiones exigen una respuesta binaria, de
si 0 no. Por ejemplo, si un dtomo determinado es carbo-
no, si un mamifero determinado es macho o hembra, si
un nimero natural es primo o no. Otras cuestiones mds
bien se resisten a ese tipo de tratamiento. Si nos interesa
la altura de las personas, podriamos calificarlas —con el
lenguaje ordinario— en altas y bajas. Pero esa clasifica-
cién no nos lleva muy lejos. Ya el mismo lenguaje ordi-
nario nos invita a ir mds alld, estableciendo compara-
ciones de altura mediante el llamado grado comparativo
de los adjetivos. Aunque Fulano'y Mengano son ambos
altos (o ambos bajos), 1o que nos interesa es saber si
Fulano es mas o menos alto que Mengano. El concepto
de ser mds bajo (0 mds alto) es un concepto comparati-
vo. Otros conceptos comparativos son el de ser mds
duro (entre minerales), el de ser mas antiguo (entre
estratos geoldgicos), o el de ser mds rdapido (entre corre-
dores).

Un concepto clasificatorio de altura nos dice que tanto
x como y son altos, por lo que no resulta muy informati-
vo. Un concepto comparativo de altura nos dice que x es
més alto que y, lo que ya nos informa mas, pero no nos
dice cudnto més alto es x que y (si x es solo un poquitin
mas alto que y, o si x es el doble de alto que y...). Un con-
cepto métrico, finalmente, nos dice cudl es la altura de x,
cudl es la de y, qué diferencia exacta hay entre ambas,
etc. Es el concepto mds informativo. De todos modos, el
pasar por un concepto comparative es con frecuencia
una etapa necesaria para llegar a disponer de un concep-
to métrico.

Introducir un concepto comparativo en un dominio A
requiere especificar una relacion de equivalencia ~ y und
relacién de orden débil <. Una relacion de orden débil es
asimétrica, transitiva y ~-conectada. La relacién de equi-
valencia corresponde a la coincidencia o indiferencia
respecto a la propiedad de que se trate (altura, dureza...)-
La relacién de orden débil corresponde a la precedencia
o inferioridad respecto a esa propiedad. Se supone que
las relaciones ~ y < son cualitativas y determinables de
un modo empirico y operativo (aceptando a veces Ciel-
tas idealizaciones). Si el dmbito A estd bien definido, ¥
las relaciones ~ y < cumplen las condiciones indicadas,
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decimos que <A, ~, <> constituye un sistema compara-

[ivo-
En general, <A, ~, <> es un sistema comparativo si y
s6lo si para cualesquiera x, y, z € A:

(I  x-~x
(2) X~y=y~Xx

(3) X~YAY~ZI=X~Z
4) X<y=>—ay=<x

(5) XSYAY<zI=>x<zZ
(6) XAYyVYI<XVI~Y

Escalas ordinales

Un sistema cualitativo empirico es la base sobre la que
establecer una escala, que no es sino un homomortismo de
ese sistema empirico en cierto sistema matematico. Ese
homomorfismo es una funcién o aplicacién del dominio A
del sistema empirico en algtin conjunto matemadtico, por
ejemplo, en el conjunto R de los nimeros reales.

Una escala asigna nimeros (o vectores) a los ele-
mentos de un sistema empirico, de tal manera que esos
nimeros y sus interrclaciones matematicas reflejen las
interrelaciones empiricas entre los elementos del sistema
empirico. El homomortismo en que consiste la escala es
como un traduccidn al lenguaje y al sistema matemético
correspondiente del sistema empirico cualitativo inicial,
que asf queda cuantificado de alguna manera.

Una funcién £ es una transformacién (de cierto tipo)
de otra funcidn f, si & se obtiene a partir de f mediante una
formula del tipo correspondiente. Dada una escala de cier-
0 tipo, son transformaciones permisibles aquellas trans-
formaciones que siempre convierten escalas de ese tipo en
otras escalas de ese mismo tipo. Precisamente un tipo de
escala puede caracterizarse como cierto grupo de transfor-
maciones.

Una funcién es una transformacién monétona de otra
si ambas crecen juntas. Es decir, la funcién h es una
transformacién monétona de la funcién f'si y sélo si para
Cadax, y e A: h(x) < h(y) & f(x) & f(y).

Las escalas mds débiles son las ordinales. Una escala
ordinal es una funcién que se limita a asignar niimeros a
lnsl objetos del sistema empirico, de tal manera que, si un
objeto precede a otro respecto a la propiedad de que se
irate, se le asigne al primero un nimero menor que al
*cgundo, y si coinciden, se les asigne el mismo nimero.
No hay pretension alguna de expresar cuantitavamente
las diferencias o las proporciones. La escala de Mohs
Pdrala dureza de los minerales es un ejemplo de escala
Ordinal,

Una escalg ordinal sobre el sistema comparativo (A,
{;cc:i ﬁils un horp’om\orﬁsmo de (A, ~, <) en (B, =, <}, es

> Una funcién f:A — IR, tal que para cada x, y € A:

FUYS (0 =f(y)
= F() < f()

Teorema de representacion: Si (A, ~, <) es un sistema
comparativo, entonces hay al menos una escala ordinal
sobre (A,~, <).

Teorema de unicidad: Si (A, ~, <) es un sistema com-
parativo, f es una escala ordinal sobre (4, ~, <), y h es
una transformacién mondtona de f, entonces s es tam-
bién una escala ordinal sobre (A, ~, <).

Sistemas extensivos

La estructura de un sistema comparativo es demasiado
débil para determinar una funcién que nos permita no sélo
constatar que un objeto es mayor que otro (respecto a cier-
ta propiedad), sino también medir exactamente en qué pro-
porcidn el primer objeto es mayor que el segundo, en cudn-
to lo supera. Para ello necesitamos enriquecer la estructura
del sistema comparativo, anadiéndole una nueva operacién
empirica L de combinacién o concatenacién de objetos.
Dados dos objetos x, y del dominio, siempre ha de ser posi-
ble combinarlos de tal modo que su combinacion, xLy, sea
considerada como un nuevo objeto. Ademas queremos que
esa operacion de combinacién corresponda de alguna
manera a la adicion de nimeros. La operacion de vertir el
contenido de dos botellas iguales en un tercer recipiente es
«aditiva» respecto a volumen o masa, pero no lo es respec-
to a temperatura. El volumen y la masa del liquido conte-
nido en el recipiente final es el doble que el volumen o la
masa del liquido en una de las botellas, pero la temperatu-
ra resultante no es el doble de la temperatura previa, sino la
misma temperatura. Sélo las operaciones del primer tipo
conducen a sistemas extensivos, que, a su vez, nos permi-
ten luego definir sobre ellos magnitudes aditivas.

Un sistema extensivo es la expansién de un sistema
comparative mediante la introduccién de una operacién
binaria | de combinacién o concatenacion de dos objetos
cualesquiera de A para formar otro objeto de A, Esta ope-
racién L debe ser asociativa, conmutativa respecto a ~,
mondtona respecto a <, positiva y arquimediana. Esta
altima condicidn exige que, por mucho que y sea inferior
a x, siempre habrd un ndmero natural » tal que la conca-
tenacion de y consigo mismo # veces sea superior a x. La
manera mds sencilla de entender esta condicion es exigir
que haya en A copias exactas de los objetos de A, de tal
manera que la concatenacion de x consigo mismo sea la
concatenacion de x con una copia exacta de x. La conca-
tenacion de x consigo mismo n veces puede ser definida
recursivamente asi: (i) lx=x; (i) (n+ 1) x = nxLx.

En general, (A, ~, <, L) es un sistema extensivo si y
s6lo si para cualesquiera x, v, z € A:

(0) (A, ~, <) es un sistema comparativo
(1) xl(ylz)~(xLlylz

(2) xly~ylx

(3) wmyeaalzeplesplxezly
4 ¥&gly

(3) JneNx<ny
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Escalas proporcionales

Las escalas proporcionales son las mds informativas.
Asignan ntimeros a los objetos de un sistema extensivo
de tal modo que la funcién resultante no sélo conserva el
orden del sistema empirico, sino también traduce ade-
cuadamente la operacién empirica de combinacion de
objetos como una adicion de nimeros. Toda escala pro-
porcional es una cscala ordinal, pero no a la inversa.

Una transformacion similar de una funcién es otra
funcién que resulta de multiplicar cada valor de la pri-
mera por un ndmero positivo. Es decir, & es una trans-
formacién similar de fsi y sélo si hay un ke R*, tal que
para cada xe A: h(x) = k:f (x). Toda transformacion simi-
lar es mondtona, pero no a la inversa.

Una escala proporcional sobre un sistema extensivo
(A, ~, <, L) es un homomorfismo de (A, ~, <, 1l)en
(R, =, + < +), es decir, una funcién f:A — R tal que
para cada x, y € A:

x~y=fx)=f(y)
x<y=fx)<f(y)
fxLly)=fx)+f(y)

Teorema de representacion: Si (A4, ~, <, 1) es un sis-
tema extensivo, entonces hay al menos una escala pro-
porcional sobre {A,~, <, L),

Teorema de unicidad: Si (A,~, <, 1) es un sistema
extensivo, f es una escala proporcional sobre (A, ~, =<, L)
y h es una transformacion similar de f, entonces h es
también una escala proporcional sobre (A, ~, <, 1.

Un sistema extensivo no determina univocamente
una escala proporcional més que hasta transformaciones
similares. Si queremos construir una escala concreta,
procedemos del siguiente modo. Elegimos un objeto
cualquiera (o clase de equivalencia de objetos) del domi-
nio, y le asignamos convencionalmente un nimero cual-
quiera (normalmente, el 1). Ese objeto (o clase de obje-
tos equivalentes) es la unidad estdndar o patrén de la
escala. Una vez efectuada esa eleccién por nuestra parte,
las propiedades del sistema extensivo determinan univo-
camente los valores de la funcién para el resto de los
objetos, de tal modo que se preserva el orden y la opera-
cién resulta aditiva. Las diversas escalas se basan en la
eleccion de objetos no equivalentes como patron o en la
asignacién de ndmeros distintos al mismo patrén. En
cualquier caso, cada una de csas escalas es una transfor-
macion similar de cualquier otra de ellas.

Medida y metrizacién

Un concepto métrico o magnitud es un conjunto de
escalas del mismo tipo entre el mismo sistema empirico
y el mismo sistema matemdtico. Aunque hay otros tipos
de sistemas empiricos sobre los que se pueden definir
otros tipos de escala, aqui nos limitamos a considerar las
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escalas proporcionales sobre sistemas extensivos. Y aun-
que también hay conceptos métricos no escalares (por
ejemplo, los vectoriales), aqui nos limitamos a considerar
los escalares (que asignan ndmeros reales a los objetos
del sistema empirico).

Hay que distinguir claramente los problemas de medi-
cion de los de metrizacion. Cuando ya disponemos de un
concepto métrico para un dmbito determinado, y de lo que
se trata es de averiguar cudl es el valor (el nimero) que
(una escala de) ese concepto asigna a un objeto determi-
nado del dominio, nos encontramos ante una larea de
medida. Cuando, por el contrario, carccemos de un con-
cepto métrico para un dmbito que de momento s6lo nos es
dado cualitativamente, y de lo que se trata es de introdu-
cir por primera vez un concepto métrico que lo cuantifi-
que, nos encontramos ante un problema de metrizacion.

Metrizar es introducir un concepto métrico donde no
lo habfa. Es una tarea importante, pero que solo en raras
ocasiones es preciso llevar a cabo. Medir es hallar el
valor que la funcién métrica asigna a un objeto. En todos
los laboratorios del mundo se realizan constantemente
medidas (a veces millones de medidas cada dia). Es el
trabajo cotidiano de la ciencia experimental.

Dentro de la metrizacién, se distingue la fundamen-
tal de la derivada. En general, cuando introducimos un
concepto métrico, lo hacemos sencillamente definiéndo-
lo en funcién de otros conceptos métricos previamente
definidos. Asi, por ejemplo, definimos la densidad d
como la masa m partida por el volumen V: d(x) =
m(x)/V(x). Con ello la densidad queda definida, pero solo
a condicién de que previamente ya sepamos qué es la
masa y el volumen. Se trata de una metrizacion derivada.

Naturalmente, no podemos introducir todos los con-
ceptos métricos de un modo derivado. Algunos deberan
ser definidos o introducidos de un modo directo, primi-
tivo o fundamental (al menos al principio, y aunque
luego experimenten extensiones de su dmbito de aplica-
cion en funcién de complejas interrelaciones tedricas).

Aqui vamos a considerar someramente la metriza-
cién fundamental de los tres conceptos bdsicos de la
mecénica: los de masa, longitud y tiempo.

El sistema extensivo de masa

Cuando sostenemos dos objetos (por ejemplo, dos
libros), uno en cada mano, con fecuencia tenemos la
impresién subjetiva de que uno de ellos es mas pesado
que el otro. Puesto que en la superficie terrestre la ace-
leracién gravitatoria es constante, el peso de los objetos
es proporcional a su masa. Un libro nos parece mds pesa-
do que el otro porque es mds pesado que el otro. Y es
mis pesado porque tiene mds masa. Otras veces n0s pa-
rece que ambos libros coinciden en cuanto a masa.

Algunos japoneses afirman que el resultado de un
combate de sumo estéd casi siempre determinado por la
masa de los contendientes. El més masivo es el que g3
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na. Para comprobar esta hipdtesis tenemos que disponer
de un procedimiento que nos permita comparar sus ma-
sas respectivas.

Desde tiempo inmemorial la comparacién entre obje-
tos mMesoscoOpicos en cuanto a su masa se ha efectuado
con ayuda de la balanza de brazos iguales. Supongamos
gue queremos introducir un concepto comparativo de
masa para un dominio de objetos mesoscépicos maneja-
bles, como piedras o cilindros metdlicos, y que dispone-
mos de una balanza, en cuyos platillos podemos colocar
dichos objetos sin dificultad.

En primer lugar, introducimos una relacién ~); de
coincidencia en cuanto a masa. Por convencidn, todo
objeto coincide en cuanto a masa consigo mismo. Dos
objetos distintos coinciden en cuanto a masa si y sélo si,
colocados en sendos platillos de la balanza, la equilibran.
Esta relacién es reflexiva, simétrica y transitiva, y, por
tanto, es una relacion de equivalencia.

En segundo lugar, introducimos una relacién <, de
precedencia en cuanto a masa. Por convencién, un obje-
to nunca es menos masivo que €l mismo, nunca se pre-
cede en cuanto a masa. Dados dos objetos distintos, el
primero es menos masivo que el segundo si y sélo si,
colocados en sendos platillos de la balanza, ésta se dese-
quilibra a favor del segundo objeto (es decir, el platillo
que contiene el segundo objeto se hunde, mientras el otro
sube). Esta relacién es asimétrica y transitiva, y, por
tanto, es una relacion de orden parcial estricto.

La relacion <, de precedencia en cuanto a masa es
~y-conectada, es decir, para cada objeto x, y ocurre: x <,
YOy <y xo0x -~y Portanto,<, es un orden débil.
Dados dos objetos, siempre uno de ellos desequilibra la
balanza a su favor, o ambos la equilibran. Asi es el
mundo. (Podria ser de otra manera, la balanza podria
ponerse a oscilar indefinidamente, por ejemplo, pero de
hecho eso no ocurre.)

En tercer lugar, introducimos la operacion 1, de
concatenacién o combinacién empirica de objetos. Da-
dos dos objetos x, y, la combinacién x.1,, y consiste en
colocar ambos objetos en el mismo platillo de la balanza
(con lo que ambos, juntos, pasan a ser considerados
como un nuevo objeto, que es su concatenacidn). Esta
Operacion Ly, es asocialiva, conmutativa y monétona
respecto a <y,. También vamos a considerar que es arqui-
mediana, aunque esto representa una gran idealizacion.

El sistema cualitativo formado por el conjunto A de
los objetos mesoscépicos manejables, la relacién de
coincidencia ~y; , la relacién de precedencia <, , y la
Operacién de concatenacion Ly, (A, ~yn <an Ly, €5 un
Sistema extensivo.

El concepto métrico de masa
Dado el sistema extensivo que acabamos de describir,

basta con elegir uno de los objetos (o una clase de equi-
valencia de ellos) como unidad, estindar o patrén y asig-

narle un nimero para determinar univocamente una es-
cala de masa.

Hasta la Revolucion francesa, habia una enorme va-
riedad de escalas (mal definidas, pero todas distintas entre
s{) tanto para la masa (o, mds bien, el peso) como para
otras magnitudes, lo cual creaba todo tipo de confusiones,
abusos y problemas. Los Estados Generales habian solici-
tado varias veces acabar con la anarquia de las unidades de
medida. En 1791, y a sugerencia de Talleyrand, la Asam-
blea Constituyente encargd a la Académie des Sciences
que disefiara un nuevo y unificado sistema de pesas y
medidas. La Académie nombré un ilustre comité, presidi-
do por Borda, del que formaban parte varios de los mejo-
res cientificos del momento, como Lagrange, Condorcet,
Monge y Laplace, y que mantenia estrecho contacto con
Lavoisier. La Asamblea Constituyente aprobé ese mismo
afio 1991 (antes de que se instaurara el Terror) las pro-
puestas de la Académie. Talleyrand emigré a Inglaterra
durante el Terror. Tras su vuelta a Paris, en 1798 convoco
una conferencia internacional de cientificos para perfec-
cionar el sistema métrico decimal, que en 1799 fue decla-
rado solo sistema legal en Francia. Su actual sucesor se
llama desde 1960 el sistema internacional (SI).

En 1799 los padres del sistema métrico decimal eli-
gieron como patrén de masa la de un decimetro ciibico
de agua a 4 °C (temperatura de médxima densidad del
agua), y, mds especificamente, la de un cilindro metilico
de esa masa fundido al efecto por encargo de la
Académie. En 1889, este viejo cilindro fue reemplazado
por otro nuevo. En efecto, la Conferencia General de
Pesas y Medidas celebrada ese afio proclamé como
patrén de masa un cilindro {de 3,98 ¢cm de altura y dii-
metro) hecho de una aleacién de 90 % de platino y 10 %
de iridio. Este cilindro, conservado bajo una triple cam-
pana de vidrio, y junto a 6 copias, en la Oficina Inter-
nacional de Pesas y Medidas de Sévres, sigue siendo el
estdndar o patrén de masa en el SI. La masa es la tnica
magnitud bésica del SI, cuya unidad (el kilogramo) no se
basa en un proceso de la naturaleza, sino en un objeto
artificial convencional: el kilogramo patrdn.

De todos modos, el concepto métrico de masa, tal y
como lo hemos introducido aqui, sélo se aplica a objetos
mesoscdpicos manejables, no a dtomos o estrellas, por
ejemplo, que no pueden colocarse en los platillos de una
balanza. A partir de este concepto de masa, y mediante
una serie de ampliaciones sucesivas (en realidad, una
serie de conceptos distintos de dominio o alcance cre-
ciente), se extiende su dmbito de aplicacién. Estas am-
pliaciones son extensiones conservativas del concepto
anterior, en el sentido de que conservan los mismos valo-
res para los objetos del dmbito previamente metrizado.

La extensién del concepto de masa en la mecdnica
cldsica tiene lugar mediante el establecimiento de rela-
ciones basadas en sus leyes fundamentales. Esto presen-
taba inicialmente un problema, pues las dos leyes rele-
vantes (la segunda ley de Newton y la ley de la gravita-
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ci6n) parecfan dar lugar a dos nociones distintas de ma-
sa, las llamadas masa inercial y masa gravitatoria. La
masa inercial se determina (en base a la segunda ley de
Newton, F = m(x)-a(x)) a partir de la aceleracién produ-
cida por una fuerza conocida:

masa inerte de x = F/a(x)

L.a masa gravitatoria, por el contrario, se determina
(en base a la ley de la gravitacion universal, F,=
G-m(x)-m(y)/r*, donde r es la distancia entre xe v) a pér—
tir de la medicion de la fuerza gravitatoria ejercida por la
tierra T sobre un cuerpo x:

masa gravitatoria de x = Frer2/G-m(T)

Afortunadamente ambas masas —la inercial y la gra-
vitatoria— son iguales, como R. Edtvos comprobd expe-
rimentalmente a principios de nuestro siglo. (No era ne-
cesario que lo fueran, pero de hecho 1o son.)

Otra cuestién distinta, planteada y respondida afir-
mativamente por E. Mach dentro de su programa de
reduccién de la dindmica a la cinemitica, es la de si
seria posible definir la masa en términos puramente
cinematicos, como la longitud y el tiempo, con lo que su
metrizacién serfa derivada, no fundamental. En funcién
de la posicién (reducible a la longitud) y el tiempo se
define la aceleracién (como segunda derivada de la
posicién por el tiempo). Y en funcion de la aceleracion
trat6 Mach de definir la masa. Dos objetos tienen la
misma masa si y s6lo si, al interactuar (por ejemplo,
mediante una colisién frontal), obtienen ambos la
misma aceleracion. Un objeto tienc una masa n Veces
superior a otro si, al interactuar, el segundo adquiere
una accleracion n veces mayor que el primero. Esta
interesante propuesta de Mach ha tropezado sin embar-
go con dificultades.

Al pasar a otras teorias no newtonianas, como la rela-
tividad especial, la nocién de masa cambia profunda-
mente. La masa de un objeto o de una particula ya no es
invariante respecto a su velocidad, sino que depende
esencialmente de ella. Se trata de un concepto muy dis-
tinto de masa, que (con buena voluntad) puede conside-
rarse como una ampliacion del concepto cldsico a obje-
tos que se mueven a velocidades proximas a la de la luz,
extension conservativa (dentro de los margenes de medi-
da efectiva) respecto a los objetos a baja velocidad.

El sistema extensivo de longitud

En el lenguaje cotidiano decimos que unos humanos
son mds altos que otros, que una gasolinera estd mas
lejos de aqui que otra, que un barco tiene mayor eslora
que otro, que una falda es mds corta que otra, etc. Com-
paramos cosas respecto a su longitud, como mds cortas
o largas que otras.
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Supongamos que quercmos introducir un concepto
comparativo de longitud para un dominio de barras
metalicas rigidas a temperatura constante.

Introducimos una relacién ~; de coincidencia res-
pecto a longitud del siguiente modo:; Cada barra, por
convencién, coincide consigo misma respecto a longi-
tud. Dos barras distintas son equivalentes o coincidentes
respecto a longitud si y sélo si, yuxtapuestas colateral-
mente la una junto a la otra de tal manera que sus extre-
mos iniciales coincidan, sus extremos finales coinciden
también. Esta relacion es reflexiva, simétrica y transiti-
va, es decir, una relacion de equivalencia.

Introducimos luego una relacién <, de precedencia:
Por convencion, ninguna barra es mds corta que ella
misma. Dadas dos barras distintas, y yuxtapuestas cola-
teralmente la una junto a la otra de tal manera que sus
extremos iniciales coincidan, la primera barra es mas
corta que la segunda si y s6lo si el extremo final de la
segunda sobresale o se extiende mds alld que el de la pri-
mera. Esta relacion es asimétrica y transitiva, y por tanto
es un orden parcial estricto.

Ademas ocurre que, dadas dos barras cualesquiera,
siempre ocurre que una de ellas es més corta que la otra,
0 que la otra es mas corta que la una, o que ambas coin-
ciden en cuanto a longitud. Por tanto, la relacion <, de
ser més corta es una relacién de orden débil.

Finalmente, introducimos también una operacion 1,
de combinacion o concatenacion de barras, consistente
en colocar colinealmente una barra a continuacién de la
otra, de tal modo que una empiece donde termine la otra,
y que ambas estén en la misma recta. Incluso podriamos
pensar en un mecanismo para ajustar firmemente una
barra a la otra por su extremo, formando una nueva barra
rigida. En cualquier caso, consideramos que la concate-
nacién indicada de dos barras es una nueva barra.

El sistema cualitativo formado por el conjunto A de
las barras metdlicas rigidas, la relacion de coincidencia
~1, larelacién de precedencia <;, y la operacion de con-
catenacion Ly, (A, ~, <1, L), €s un sistema extensivo.

El concepto métrico de longitud

Dado el sistema extensivo que acabamos de descri-
bir, basta con elegir una de las barras (o una clase de
equivalencia de ellas) como unidad, estandar o patron y
asignarle un nimero para determinar univocamente und
escala de longitud. Esta escala de longitud puede luego
ser extendida hasta abarcar otros objetos rigidos con una
arista (yuxtaponible colateralmente a una barra), posl-
ciones en el espacio, distancias, eftc., todo lo cual pre-
senta problemas que no vamos a analizar aqui. En cual-
quier caso, el primer paso consiste en la eleccién de und
unidad estandar.

La unidad de longitud elegida por el Comité de la
Académie des Sciences en 1791 fue la diezmillonésima
parte del cuadrante de un merididano terrestre. Como 105
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meridianos podian ser diferentes, se eligié uno determi-
nado: el que pasa por Dunkerque. Entre 1792 y 1799 se
llevd a cabo la medicién por triangulacién de un arco de
diez grados de latitud sobre ese meridiano (el arco com-
prendido entre Dunkerque y Barcelona). Hoy sabemos
que tuvo un error de 2 partes en 10.000. En realidad el cua-
drante de ese meridiano terrestre tiene 10.002.288.3 m, no
10.000.000 m. Esta medida tenia una precisién de casi
una parte en 10%. En 1798 se fabricé el prototipo del
metro, una barra de platino, depositada en los Archivos
Nacionales y aprobada por la Asamblea Legislativa al
afio siguiente. Con la introduccién de este prototipo se
aumenté la precisién en un orden de magnitud, alcan-
zando una parte en 10°, La unidad de longitud, el metro
(como la de masa, el kilogramo), no se basaria en un
concepto, sino en un objeto artificial concreto, el metro
patrén. El metro era la longitud de esa barra, con inde-
pendencia del meridiano.

La Conferencia General de Pesas y Medidas de
1889 establecié como unidad estandar de longitud la
distancia (a (0 °C de temperatura) entre dos marcas
sobre una nueva barra metdlica de perfil en forma de
«X», hecha de una aleacién de 90 % de platino e 10 %
de iridio, y conservada en la Oficina de Pesas y Me-
didas de Sevres. Otras barras-copias eran comparadas
con ella mediante un microscopio reversible especial.
Este nueva barra estdndar y los procedimientos de com-
paracion que la acompafiaban hicieron posible incre-
mentar la precision por otro orden de magnitud, llegdn-
dose asf a casi una parte en 107. Entre 1899 y 1960, esta
barra sirvié de patrén fundamental para la medida de
longitudes.

En los afios cincuenta todo el mundo era consciente
de que ninguna barra metélica era completamente esta-
ble. Las ondas de luz coherente proporcionarfan un
estindar mucho mads invariable, y diversas ldmparas ato-
micas fueron ensayadas. Finalmente se eligi6 el kriptén,
un gas noble de numero atémico 36, que aparece en la
naturaleza (en la atmésfera) en forma de diversos iséto-
pos, de los cuales el mds frecuente es el kriptén-86. El
espectro del kriptén se compone de 36 lineas, la mayoria
amarillas o verdes, correspondientes a las transiciones de
energia de los 36 electrones del dtomo. La linea elegida
para la definicién del metro estdndar es una particular
linea (luz) de color anaranjado.

En 1960, la Conferencia General de Pesas y Medidas
decidi6 cambiar el estandar de longitud, redefiniendo el
Metro como una longitud igual a 1.650.763,73 veces la
longitud de onda en el vacio de la radiacién correspon-
diente a la transicién entre los niveles 2p; y 5ds del is6-
topo kripton-86. Con esto la precisién de la medida se
Multiplicaba por 100 y alcanzaba una parte en 10°. El
Comparador de barras mediante microscopio reversible
de Sevres fue sustituido por una compleja instalacién
que permite la comparacion directa con el estindar defi-
fido en funcién de la radiacion del kripton-86. Ademds

¢l nuevo estdndar tenia la ventaja de ser reproducible en
cualquier laboratorio adecuadamente equipado del mun-
do, sin necesidad de ir a Sévres.

La lampara de kriptén-86 permitié incrementar la
precisién, pero seguia teniendo problemas, relaciona-
dos muchos de ellos con la dificultad de conseguir luz
suficientemente coherente (que mantuviera su longitud
de onda durante suficiente tiempo como para recorrer
un metro, por ejemplo). Pronto se vio que el desarrollo
de la tecnologia del ldser permitia conseguir una luz
mucho mds coherente que la de la ldmpara de kripton,
y se penso en redefinir el estdndar de longitud median-
te el ldser. Pero no llegd a ser asi, pues una solucién
mds radical y definitiva acabé imponiéndose. Esta
solucioén se basa en el hecho (comprobado hasta la
saciedad y principio fundamental de la teoria especial
de la relatividad) de que la velocidad de Ia luz en el
vacio es una constante absoluta. Puesto que la luz en el
vacio recorre siempre la misma longitud por unidad de
tiempo, y puesto que la medida del tiempo habia adqui-
rido una precisién mayor que todas las demds, bastaba
con definir el metro como la longitud recorrida por la
luz en el vacio en una fraccién determinada de segun-
do.

En octubre de 1983 la Conferencia General de Pesas
y Medidas decidié redefinir el metro, incrementando su
precision en una potencia de 10 (un orden de magnitud),
y alcanzando una exactitud de una parte en 10'. A par-
tir de entonces, el metro se define oficialmente como la
longitud (o distancia) recorrida por la luz en el vacio en
la fraccion 1/299792458 de segundo.

Con esta definicion, el estindar de longitud se define
en funcidn del estindar de tiempo (el segundo). Por
tanto, y en teoria, podria considerarse que la metrizacién
de la longitud deja de ser primitiva o fundamental, para
convertirse en derivada.

El sistema extensivo de tiempo

Asi como atribuimos masa y longitud a los objetos,
atribuimos duraciéon a los procesos. Unos procesos
duran mds o menos que otros. Los viajes, las enferme-
dades y nuestra propia vida son mds o menos breves.
Todos tenemos una experiencia subjetiva del tiempo y
la duracion. El lenguaje ordinario tiene recursos (adver-
bios temporales, tiempos verbales, etc.) para expresar la
duracion. Sin embargo, la nocién objetiva de tiempo y
duracion esta necesariamente relacionada con los relo-
Jes. Cualquier proceso periédico o ciclico o repetitivo
puede ser considerado como un reloj (mds o menos
bueno, segin que su ciclo sea mds o menos regular).
Entre los ciclos regulares bien conocidos estdn las osci-
laciones de los péndulos.

Supongamos que queremos introducir un concepto
comparativo de tiempo para las oscilaciones de un con-
junto de péndulos.
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Primero definimos una relacién ~ de coincidencia
en cuanto a duracién. Dos péndulos coinciden en la
duracion de su periodo si, puestos en marcha a la vez,
alcanzan también a la vez el punto inferior de su trayec-
toria en cada una de sus oscilaciones.

Luego definimos una relacién <7 de precedencia en
cuanto a duracién en la que estdn dos procesos o perio-
dos si el primero es mds breve que el segundo. Un pén-
dulo tiene un periodo mds breve que otro si, puestos en
marcha a la vez, el primero completa su primer periodo
mientras el segundo todavia no lo ha completado. El
procedimiento podria precisarse mediante un detector
fotoeléctrico que reaccionase a la interrupcion de un
rayo luminoso que pase por el punto inferior de la tra-
yectoria del péndulo.

Finalmente introducimos una operacién Ly de combi-
nacién o concatenacién de oscilaciones de péndulos dis-
tintos. Para concatenar dos péndulos x e y, ponemos en
marcha una oscilacién o periodo de y exactamente en el
momento en que x completa su oscilacion o periodo. El
detector fotoeléctrico puede también ser usado aqui. En
cualquier caso, consideramos que esas dos oscilaciones
juntas (desde el inicio de la primera hasta el final de la
segunda) forman una nueva oscilacién o periodo.

FEl sisterna cualitativo formado por el conjunto A de las
oscilaciones de los péndulos, la relacion de coincidencia
~r, la relacién de precedencia <7, y la operacién de conca-
tenacion Ly, (A, ~p <7 L) es un sistema extensivo.

El concepto métrico de tiempo

Dado el sistema extensivo que acabamos de descri-
bir, basta con elegir uno de los objetos (o una clase de
equivalencia de ellos) como unidad, estdndar o patron y
asignarle un nimero para determinar univocamente una
escala de tiempo. Mds tarde esa escala puede ser exten-
dida a otros procesos estrictamente periddicos (es decir,
coordinables con las oscilaciones de algin péndulo, aun-
que sea ideal) y, finalmente, a todo tipo de procesos. El
camino es escabroso, pero transitable.

Segiin Aristoteles, «el tiempo es la medida del movi-
miento, segiin lo anterior y lo posterior» [Physiké A.,
219 b). Esa medida del movimiento viene dada por el
nimero de ciclos que recorre un reloj mientras dura ese
movimiento. El tiempo es lo que miden los relojes (es
decir, los sistemas ciclicos estrictamente periddicos).
Durante la mayor parte de la historia los tnicos relojes
fiables eran los astronémicos, los movimientos ciclicos
aparentes del sol y de la luna, que correspondian a la
rotacidén de la Tierra en torno a su eje (el dia), a la trans-
lacién orbital de la Luna en torno a la Tierra (el mes) y
a la translacién orbital de la Tierra en torno al sol (el
afio). Hoy sabemos que esos relojes celestes no son per-
fectos, pero hay que reconocer que nos han prestado un
buen servicio como aproximaciones satisfactorias.

Para medir procesos mds breves que un dfa los relo-
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jes celestes no servian (sobre todo si ¢l dia estaba nubla-
do). Por ello el ingenio humano ha producido una serie
de relojes o sistemas ciclicos artificiales, que sirviesen
para medir tiempos pequeilos, como las horas, los minu-
tos o los segundos: relojes de sol, de arena, de velas, de
agua o mecdnicos. En Europa, hacia 1300, los mejores
relojes ganaban o perdian 15 minutos por dia, es decir,
s6lo lograban una precision de una parte en 100. Sin
embargo en China, por la misma €poca, una larga tradi-
cién de perfeccionamiento de los relojes de agua habia
conducido en algunos casos a relojes con un error de
s6lo medio minuto por dia, es decir, una precisién 30 ve-
ces mayor que en Europa. La relojeria europea experi-
menté un gran progreso en el siglo xvi 'y, tras la incor-
poracion por Huygens de los principios galileanos del
péndulo, los nuevos relojes de péndulo redujeron el error
a 10 segundos por dia, alcanzando asi una precision de
una parte en 10%. De hecho, hasta 1950 los mejores relo-
jes disponibles siguieron siendo los de péndulo.

Los fundadores del sistema métrico no se preocupa-
ron de definir una nueva unidad de tiempo. En vez de
ello, propusieron la unidad natural existente, el dia, y se
limitaron a sugerir multiplos y submiltiplos decimales
del mismo. Pero esa propuesta no prospero.

Finalmente se adopté como unidad de tiempo el
segundo, definido en funcién del movimiento rotacional
de la Tierra, como la fraccién 1/86.400 (= 24-60-60) del
dia solar medio. Pero el dia solar medio no es constante,
va creciendo lentamente. Por ello en 1956 el segundo fue
redefinido oficialmente en el SI en funcién del movi-
miento orbital de la Tierra alrededor del Sol, es decir, del
afio solar o tropical. El ecuador celeste y la ecliptica solo
se cruzan en dos puntos: los equinoccios. El centro del
Sol, en su trayectoria aparente por la ecliptica, cruza el
ecuador celeste dos veces al afio. El tiempo comprendido
entre dos cruces sucesivos por el equinoccio de primave-
ra se llama un afo tropical. Lo malo es que este ano tro-
pical también varfa, se va reduciendo lentamente. Por eso,
habia que fijar un afio determinado, y se eligi6 el 1900. El
segundo serfa la fraccion 1/31556925974 del aio tropical
1900. De todos modos este segundo «efemérico» asf defi-
nido sélo estuvo oficialmente vigente durante 11 afos.

En 1967 se dio una nueva definicién del segundo,
que aprovechaba los avances de la ciencia y tecnologia
atémicas. El segundo pasé a ser definido en funcién de
un cierto nimero de oscilaciones de la radiacion genera-
da por un reloj atémico basado en el comportamiento del
1s6topo cesio-133.

El cesio es un metal alcalino de nimero atémico 55.
Casi todo el cesio presente en la naturaleza tiene la
forma de isétopo 133.

Los 4tomos no pueden encontrarse mds que en cier-
tos niveles de energfa bien determinados. Toda transi-
cién entre dos de estos niveles se acompaia de la emi-
sién o de la absorcién de un fotén u onda electromagné-
tica de frecuencia invariable. En la tltima capa del 4to-
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mo de cesio hay un solo electrdn. Si el spin de ese
electrén tiene direccion opuesta al spin del nicleo, el
dtomo de cesio estd en su nivel de energia mds bajo posi-
ble. El nivel inmediatamente superior de energia se
alcanza si el spin del electron externo cambia de direc-
cidn y se alinea con el del niicleo. El dtomo de cesio pasa
del primer estado al segundo (es decir, realiza una transi-
cion entre dos niveles hiperfinos) absorbiendo la energia
de una radiacién electromagnética muy determinada (de
9.192.631.770 hertz, o ciclos por segundo). Si pasa del
segundo estado al primero, pierde la energia previamen-
te ganada emitiendo un fotdn de la misma frecuencia.

El 4tomo de cesio gira en torno a su eje de rotacién o
spin. Colocado en un campo magnético de cierta intensi-
dad, su eje de rotacion describe un circulo (como una
peonza girando en el suelo) o precesidn. Esta precesion
puede ser detectada y estimulada por una emisién de radio
de una frecuencia de 9.192.631.770 vibraciones o ciclos
por segundo, que es la que corresponde a la transicién
entre dos niveles hiperfinos de is6topo cesio-133. En ello
se basa la (desde 1967) definicidn oficial de la unidad de
tiempo: «El segundo es la duracién de 9.192.631.770
ciclos de la radiacion correspondiente a la transicidn entre
dos niveles hiperfinos del dtomo de cesio-133».

¢ Como conseguir una radiacion clectromagnética de la
frecuencia deseada (9.192.631.770 hertz)? Mediante un
reloj de cesio, que simplificadamente, consiste en lo
siguiente: Un horno eléctrico calienta cesio-33, con lo que
se produce un chorro de dtomos de cesio. Un selector
magnético filtra y deja pasar sélo los dtomos en el nivel
mads bajo de energia. Estos penetran en una cdmara some-
tida a radiacion electromagnética procedente de un oscila-
dor de cuarzo, que pretende acercarse lo mds posible a la
frecuencia deseada de 9.192.631.770 hertz. La radiacién
de ese tipo transmite su energia a los dtomos con los que
interacciona, que pasan al nivel siguiente de energfa. Un
nuevo selector magnético elimina a los dtomos de nivel
més bajo de energia. Finalmente, un detector cuenta los
atomos que llegan hasta el final (los de energia mas alta).
Un servomecanismo de retroalimentacion modula la pro-
duccién de ondas electromagnéticas en el oscilador. Si la
radiacion producida es la correcta, muchos dtomos reali-
zan la transicion y son detectados al final del proceso. Si
la radiacion se desvia de la correcta, entonces menos ato-
mos son detectados al final, con lo que el detector envia al
oscilador una sefial que automdticamente altera su fre-
cuencia, hasta que de nuevo se consiga que un nimero
méximo de dtomos alcance el detector. Cuando esto ocu-
rre, ello garantiza que la radiacién electromagnética pro-
ducida tiene exactamente la frecuencia deseada. Esta fre-
cuencia puede entonces ser transformada por divisores
electronicos de frecuencia en sefiales a intervalos exactos
elegidos (por ejemplo, cada microsegundo). Estos relojes
de cesio permiten una precision superior a una parte entre
102, que es la méxima precision alcanzada hasta ahora en
cualquier tipo de medicion.

El rol de los conceptos métricos en la ciencia

La realidad que nos rodea es enormemente com-
pleja y en gran parte resulta opaca a nuestra compren-
sidén y manipulacidon intelectual. Sin embargo, el mun-
do ficticio de la matemadtica, que nosotros hemos crea-
do, es mucho mds transparente y mejor conocido.
Ademas, disponemos de técnicas conceptuales poten-
tisimas para resolver los problemas acerca del mundo
matemdtico formulados en el lenguaje de las matemé-
ticas.

Afortunadamente, y desde el siglo xvii, hemos sali-
do del marasmo en que nos habia sumido el intento por
comprender directamente la realidad, y hemos apren-
dido a conquistarla por la ruta indirecta de la modeliza-
cion cuantitativa. Construimos modelos matemdticos de
la realidad empirica, y trasladamos a esos modelos los
problemas que la realidad nos plantea. Esos problemas,
asf traducidos al lenguaje matematico, son susceptibles
de ser analizados y resueltos matemdticamente. Y la
solucién matematica, retraducida al lenguaje empirico,
se convierte en una solucion satisfactoria de nuestros
iniciales problemas reales. Al menos, eso es lo que ocu-
rre, st nuestro modelo matemdtico es suficientemente
bueno. En cualquier caso, son los conceptos métricos
los que juegan el papel clave de intermediarios en este
taumatirgico ir y venir entre realidad opaca y ficcidn
transparente.

Resulta sorprendente que ese rodeo por el mundo
ficticio de la matemdtica nos proporcione representa-
ciones fiables del mundo real de los procesos fisicos y
soluciones eficaces a nuestros problemas empiricos.
Parece milagrosoe que algo tan extravagante funcione.
Como dice Eugene Wigner, «el milagro de la adecua-
cién del lenguaje de la matemdtica para Ia formulacién
de las leyes de la fisica es un don maravilloso que noso-
tros no entendemos ni merecemos». Quizd no lo merez-
camos, pero si, a pesar de todo, tratamos de entenderlo,
tendremos que seguir avanzando en nuestra compren-
sion de la estructura, dindmica y papel de los conceplos
métricos en la empresa cientifica.
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1, Introduccio

Moltes vegades he tingut |’oportunitat d’impartir
cursos de geometria diferencial de superficies als alum-
nes de la llicenciatura de matematiques de la Universitat
Autonoma de Barcelona. Sempre que dintre d’un tal curs
explico als estudiants que com a conseqiiéncia del teore-
ma egregi de Gauss és impossible representar qualsevol
trosset d’esfera sobre un pla conservant les distancies,
per petit que sigui el trosset d’esfera, jo mateix em quedo
una mica perplex. Encara que fa molt de temps que
conec tedricament aquest fet, sempre que agafo un mapa
m’oblido completament del que s¢ i, de manera incons-
cient, tendeixo a creure —com la resta de mortals que no
s6n matematics ni cartografs— que per calcular la dis-
tancia entre dos indrets basta mesurar sobre el mapa la
distancia que els separa i multiplicar el resultat pel factor
d’escala d’aquell mapa. Quan he intentat explicar a algu-
na persona que €s impossible fer mapes a escala d’una
determinada regid, el meu interlocutor es pensa primer
que el que jo dic afecta només regions del planeta molt i
molt grans, perd quan jo insisteixo que no es pot fer un
mapa de Catalunya a escala, ni tan sols un mapa del
Vallgs Oriental, per posar un exemple, el meu interlocu-
tor es va tornant cada vegada més incrédul 1 no s’acaba
de creure les meves afirmacions.

La gent tendeix a pensar que els matematics obtenen
sempre resultats massa teorics 1 poc practics 1 que el
millor que es podria fer a ’hora d’elaborar un mapa seria
fer servir 1a intuicié més elemental —alld que a vegades
€ denomina sentit comd—, passar de resultats matema-
tics tedrics, oblidar-se del senyor Gauss i de les seves
histories 1, tot actuant amb sentit practic, tractar de repre-
Sentar a escala —com es pugui- les magnituds del terreny
sobre e] paper.

Aquesta actitud seria, dbviament, poc intel-ligent i €s,
Per sort, totalment oposada a la que han adoptat els cartd-
grafs des de temps immemorials. Si una persona quan esti
davant d’un mapa ben fet pot tenir la impressio que aquell
Mapa €s una reproduccid fidel, a escala, de la realitat, és
Precisament perqueé els qui I’han confeccionat han utilitzat
e la seva elaboracié eines matematiques avangades per
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tal de minorar els efectes certs de la impossibilitat de
reproduir la realitat, a escala, sobre un paper.

Fa uns anys, mentre utilitzava un mapa a escala
1:10.000 d’una determinada zona de Catalunya, em vaig
adonar que sobre el mapa hi havia una quadricula. Aquella
quadricula estava formada per unes rectes verticals (que jo
hauria dit que eren meridians) i per unes rectes horitzontals
(que jo hauria dit que eren paral-lels). Sobre les linies verti-
cals hi havia uns nombres: el 436, el 437, ..., fins al 442,
Sobre les linies horitzontals hi havia uns altres nombres: el
4.609, el 4.610, ..., fins al 4.613. En algun lloc hi havia una
indicacid que aquells nombres representaven quildometres.
Llavors jo no sabia que aquella quadricula corresponia a
unes coordenades denominades UTM (inicials de les parau-
les angleses Universal Transversal Mercator). Uns mesos
més tard, em vaig assabentar que aquelles coordenades no
eren pas una particularitat del mapa que lavors jo estava
utilitzant, siné que la practica totalitat de mapes detallats de
qualsevol zona del planeta, fora dels casquets polars, les
empraven. El que no em vaig imaginar la primera vegada
que vaig veure un mapa amb aquella quadricula és que el
mateix concepte de coordenades UTM involucrava, a part
d’una gran imaginacié, molts coneixements matematics que
a la nostra universitat s’ imparteixen al llarg de diferents cur-
sos de la llicenciatura de matematiques.

En aquesta conferéncia explicaré amb tots els detalls la
definicid de les coordenades UTM per tal de posar en evi-
déncia que I’alta matematica sovint esta present en els feno-
mens més quotidians i més practics de la nostra civilitzacio.

A part de coneixements matematics basics de calcul
infinitesimal, per seguir aquesta conferéncia tamb¢ seran
necessaries unes certes nocions de geometria diferencial
de superficies i de funcions holomorfes d’una variable.
Les seccions 5 i 6 d’aquesta redaccié contenen dos apeén-
dixs on el lector trobard un resum dels coneixements
minims que necessita d’aquestes dues materies.

2. Idea intuitiva de la projeccié de Mercator
i de la projeccio de Mercator transversa

Recordo que quan jo estudiava el batxillerat, algun
llibre de geografia dels que havia utilitzat explicava la
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projeccié de Mercator (diguem aqui que Gerard
Mercator fou un cartdgraf holandés de pares alemanys
que visqué entre 1512 i 1594). Recordo que aquell meu
llibre deia més o menys sobre aquest tema el seglient:

Suposeu que la terra és esferica (malgrat que en rea-
litat és una mica aplanada pels pols). [magineu-vos un
cilindre circular de radi el de la terra que sigui tangent a
la terra per I’equador. Per fer un mapa qualsevol d'un
pafs projecteu els diversos punts d’aquell pais des de
Iesfera (que ¢s la terra) sobre el cilindre. Aixi obtindreu
una regié del cilindre. Desplegueu després el cilindre
sobre un pla tallant-lo préviament per una generatriu ija
tindreu un mapa pla d’aquell pais. Aix0 seria un mapa a
escala 1:1. Si voleu un mapa a una altra escala, reduiu el
dibuix anterior per un factor d’escala convenient i ja tin-
dreu el mapa desitjat. Aquesta explicacié que llavors em
semblava d’una claredat meridiana, al cap de molts anys
em va semblar una mica confusa. Es projectava cada
punt de I’esfera sobre el cilindre. Pero, com es projecta-
va? Des de quin punt? De quina manera? Primer se’m va
océrrer que potser es projectava des del centre de I"esfe-
ra. Si P era un punt de ’esfera, s’unia P amb el centre O
de ’esfera i el punt P~ intersecci6 de la semirecta OP
amb el cilindre seria tal vegada la projeccié de P sobre
el cilindre. De seguida em vaig adonar, perd, que per
aquest procediment els pols terrestres se n’anaven a I'in-
finit i que els punts a prop d’un pol se n’anaven, per tant,
melt lluny. Segur, doncs, que aguesta no era la manera
de projectar que s’utilitzava en la projeccié de Mercator
(manera de projectar que aquell meu llibre de batxillerat
no explicava).

Després se’m va océrrer que tal vegada es projecta-
va des de I’eix central del cilindre de la manera segiient:

Considerem la recta r que uneix el pol nord i el pol
sud de la terra (I’eix de la terra). Si P és un punt qualse-
vol de la terra, des de P tracem una perpendicular a r.
Sigui Q el peu d’aquesta perpendicular. Unim @ amb P,
i el punt P on aquesta semirecta talla el cilindre sera la
projecci6 de P sobre el cilindre.
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D’aquesta manera els paral-lels de la terra van a parar
a rectes horitzontals, i els meridians a rectes verticals.
Sobre I’equador es conserven les distancies, pero sobre
els altres paral-lels, no. Sobre els altres paral-lels les
distancies de la projeccié s6n més grans que les de la
realitat. i

Val a dir que aquesta manera de projectar que jo
durant anys vaig creure que era la projeccié de Mercator,
no ho és. Els cartografs utilitzen gairebé sempre, amb
molt bon criteri, projeccions conformes de la terra sobre
un pla. Aixd vol dir que I’angle entre dues direccions
qualssevol de la terra és el mateix que el de les dues
direccions corresponents en el pla. Ja que no es poden
conservar les distancies entre la realitat i la projeccio,
que es conservin almenys els angles. La projeccié que
acabo de descriure (que jo creia que era la de Mercator)
té el gran defecte de no ser conforme i, per tant, no ser-
veix als cartografs. La vertadera projeccié de Mercator
¢s semblant a la que he descrit abans, perd conforme. Té
el gran inconvenient (inconvenient relatiu) que el pas
d’un punt P de I’esfera al seu homoleg P~ del pla no pot
ser descrit per una construccié geometrica del tipus
anterior (una construccié que digués «s’uneix P amb tal
altre punt, es traca tal o qual recta, es troba la intersec-
ci6 amb no sé que..., i finalment s’ obté P ). Encara que
no es pugui definir per una construccié geometrica, la
vertadera projeccié de Mercator es pot definir en parau-
les, de manera senzilla, tot dient que és I"aplicacid de la
terra (menys els dos pols) sobre un pla euclidia de coor-
denades (x, v) que compleix les condicions segiients:

—

1) Aplica I’equador terrestre en I'eix de les x tot con-
servant les distancies sobre I’equador (multiplica-
des, naturalment, pel factor d’escala del mapa).

2) Aplica el punt de I’equador de longitud geografi-
ca 0 en l'origen de I'eix de les x. Aplica els
punts de la terra proxims al meridia origen
situats a I’est d’aquest, en punts del pla amb x >
0, i aplica els punts de I’hemisferi nord en punts
del pla amb y > 0.

3) L’aplicaci6 és conforme.

Aquesta descripci6 es pot traduir, naturalment, en
férmules matematiques.

La projecci6é de Mercator €s una representacio molt
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comoda: és conforme (per definicid), els paral-lels es
transformen en rectes paral-leles a I’eix de les x i els meri-
dians en rectes paralel-les a 1'eix de les y. A més, les [6r-
mules matematiques que donen el punt del pla que corres-
pon a un punt de la terra (en funcio de la latitud ila lon-
gitud) no sén gaire complicades. Ara bé, té el gran incon-
venient que lluny de I’equador les distancies queden molt
alterades. Per aquesta raé no va bé per fer mapes detallats
de zones geografiques una mica allunyades de I'equador.
Per a aquest tipus de mapes s’ha anat imposant la projec-
¢i6 de Mercator transversa (coneguda com UTM). Si la
volguéssim descriure intuitivament com hem fet abans
amb la projeccié de Mercator dirfem que, en primer lloc,
es considera la regié de la terra compresa entre els dos
cercles polars (per als casquets polars no s’utilitza la
representacié UTM). Es divideix aquesta regié en fusos
de 6 graus d’amplitud. Aixi, el primer fus, que conté
Catalunya, abraga des del meridia de 0° fins al meridia de
6° de longitud est. El segon fus va des del de 6° fins al de
12° de longitud est, etc. Per a cada un d’aquests fusos es
fa una projeccié diferent que anem a descriure ara intuiti-
vament. Es considera un cilindre de radi el de la terra tan-
gent a la terra al llarg del meridia central del fus (en el cas
de Catalunya, el meridia de 3° de longitud est). Es pro-
jecten els punts del fus sobre el cilindre, de la mateixa
manera que es feia en la projeccié de Mercator (el paper
que alla feia 1’equador, aqui el fa el meridia central del
fus). Si hom projecta els punts del fus sobre el cilindre des
de Teix del cilindre, s’obtindra una representacié que
s’assemblard molt a la vertadera projeccio UTM, pero
que no ho serd ben bé (perqué no és conforme).

Tal com passava amb la projeccié de Mercator, la

projeccié UTM no es pot definir per cap construccio
geométrica, perd si que es pot definir en paraules per les
segiients condicions:

1) Sigui my el meridia central del fus. El meridia myg
s’aplica sobre I’eix de les y. Sobre aquest meridia
es conserven les distincies entre la realitat i la pro-
jeccio (multiplicades, naturalment, pel factor d’es-
cala del mapa).

2) La projeccié aplica el punt d’interseccid de I'e-
quador amb el meridia m, en I"origen de I’eix de
les y. Aplica els punts de I"hemisferi nord en punts

del pla amb y > 0, i els punts del fus a ’est del
meridia mq en punts amb x > (.
3) L’aplicacio es conforme.

En aquesta projeccid, si prescindim del factor d’esca-
la, quan hom s’allunya del meridia central m les distan-
cies sobre el mapa s6n més grans que les distancies verta-
deres sobre la terra. En canvi, sobre el meridia central, sén
iguals. Per tal que sempre les distancies de la realitat si-
guin gairebé iguals a les del mapa, I’Army Map Service
dels Estats Units (AMS) va proposar multiplicar les
distancies sobre el meridia central pel factor k = 0,9996.
D’aquesta manera a dos punts sobre el meridia central
que disten 1 km se’ls assignen punts sobre I'eix de les
y del mapa que només disten 999,6 metres. S’escurcen
les distancies sobre el meridia central per tal de com-
pensar 'allargament Iluny d’aquest meridia (es pretén
que la distancia entre punts d’un meridia allunyat del
central no s’allargui tant com abans). L’AMS també va
proposar sumar 500 km a totes les coordenades x obtin-
gudes pel procediment anterior per tal de no tenir coor-
denades x negatives dins del fus. Amb aquestes modifi-
cacions proposades per I’ AMS dels Estats Units, la pro-
jeccid UTM, que s’utilitza arreu del mon llevat de les
zones proximes als pols, pot ser descrita de la segiient
manera:

1) El meridia central del fus, my, s’aplica sobre la
recta vertical paral-lela a Ieix de les y d’abscissa
x = 500 km. Sobre aquest meridia es conserven
les distancies entre la realitat i la projeccié, mul-
tiplicades pel factor d’escala del mapa i pel fac-
tor k = 0,9996.

2) La projeccié aplica el punt d’intersecci6 de I'e-
quador amb el meridia 1, en el punt de coordena-
des (500 km, 0). Aplica els punts de I’hemisferi
nord en punts del pla amb y > 0, i els punts del fus
a I’est del meridia m, en punts amb x > 500 km.

3) L' aplicaci6 es conforme.

3. Com obtenir les formules matematiques que
donen la projeccié UTM: planteig del problema

La forma de la terra s’aproxima bastant a la d’un
el-lipsoide de revolucié. Recordem que una el-lipse cen-
trada a I’origen, en un pla de coordenades (1, z), ve repre-
sentada pels punts que compleixen I'equaci6 (12 / a?) +
(z2/bh?) = 1. Aquesta el-lipse es pot representar parame-
tricament per les equacions 1 = a oS i, £ = b sin u, on, si
P és el punt de I'el-lipse de coordenades (¢, z), el para-
metre u corresponent a P és I'angle que indica la figura.
La latitud ¢ del punt P és I’angle que forma la perpen-
dicular a la tangent a I’el-lipse en el punt P amb I'eix de
les t. La relaci6 que hi ha entre la latitud @i el parametre
u s tan u = (bla) tan @.

L’ellipsoide de revolucié engendrat per aquesta el-lip-
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leix de les z

U

eix de les ¢

se a ’espai, en girar entorn de I'eix de les z, vindra donat
parametricament per

X =1C0S A =a cosucos A

y=tsin A =acosusinA

z=hsinu

Aquesta representacio paramétrica ve donada, doncs,
per I’aplicacié f: (A, u) — (a cos u cos A, a cos u sin A,
b sin u). El parametre A representa la longitud geogra-
fica i el parametre u esta relacionat amb la latitud
geografica (com hem dit abans) per tan u = (bla) tan .
Com que volem estudiar la representacié UTM d’un
determinat fus, prendrem les longituds geografiques
comptades a partir del meridia central del nostre fus.
Tindrem:

af/ax = (~acos usin &, a cos u cos A, ()

8 f/6u =(-asinucos A, —asinusink, b cos u)

La matriu de productes escalars entre aquests dos
vectors (primera forma quadratica fonamental) €s

a*cos’u 0
0 a’sin’ u + b*cos’ u

Aquesta matriu es pot escriure aixi:

1 0
a’cos’u (0 tan’ u + (b/a)z)

Considerem una funcié L de u que sigui primitiva de
Vtan? u + (b/a)*. Si canviem la coordenada u que feiem
servir fins ara per £, tindrem 0 f/0.L = (3 f/0u) (du/dL).
Per tant, el producte escalar de df/0L per ell mateix sera
g(df1oL, af/aL) = g(df/ou, o f/ou) (dwdl) = a*
cos? u. Per tant, en les coordenades (A, L) 1a primera forma
quadratica fonamental s’escriura
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1 0
azcoszu(L)(O 1)

Ens adonem, per tant, que I"aplicacié (A, £) = f(A, £)
és una representacié conforme d’un cert domini V del
pla de les coordenades (A, £) en el fus d’el-lipsoide que
estem considerant:

¥ —L_s Fusd’ellipsoide

Aquesta representacio, pero, tot i ser conforme, no
compleix totes les propietats exigides a la representacié
UTM. Ara voldriem trobar una representacié conforme
que complis totes aquelles propietats. Oblidem-nos, per
simplificar, de les condicions suplementaries proposades
per I’AMS (factor d’escala k = 0,9996 i afegir 500 km a
la coordenada x). La idea fonamental és buscar una fun-
ci6 holomorfa convenient F ; V — C, de manera que la
composicio

Fus dcllipsoide —> ¥ —+> C

Punt de I'ellipsoide —> A+iL —>x+iy=F(A+iL)

(que seri conforme per ser composici6 de dues que ho
son) compleixi les propietats exigides a la representa-
ci6 UTM. Com que el meridia central del fus (que
correspon a A = 0) volem que s apliqui sobre Ieix de
les y (eix imaginari de C), la funcié F que busquem
haurd de complir F(iL)= iy. Imposem ara que les
distancies sobre el meridia central es conservin en la
representacio. Per fer aix0, considerem sobre el meri-
dia central del fus la distancia y d’un punt a I’equador
expressada en funcié de la £ d’aquell punt (recordem
que £ és funcié de u i u és funcio de la latitud ¢ del
punt). Tindrem, doncs, y =y (£), on y és la distancia a
I’equador sobre el meridia central. Encara que ara no
coneguem explicitament la funcié y = y (£), no €s
gaire dificil de veure que sera una funcié analitica real,
perqué s’obté per composicié i integracié de funcions
analitiques reals. Per tant y = y (£) s’expressara local-
ment per una série de poténcies. Considerem la funcid
F de la variable complexa ® = A + i£ definida per
F(®) = iy(w/ i), on y(w/ i) significa que en la série real
corresponent a la funcié y = y (£) se substitueix la
variable real £ per la variable complexa @ = 4 + i£
dividida per i. Amb aquesta funcié holomorfa F, tin-
drem que la composicio

Fus d’cllipsoide —> ¥V £ C

Punt de I'el'lipsoide —> A +1L —>x+iy=F (A +i0)



JOAN GIRBAU

Sino es pot representar cap terreny a escala, qué fan els cartografs?

complira les condicions exigides a la representacié UTM.
En efecte, un punt qualsevol del meridia central (A = 0)
s’aplica per fer f~' en i.L. I aquest s’aplica per F en F (iL)
=iy (£), que €s el punt sobre I’eix imaginari (eix de les y)
que t€ per ordenada la distancia a I’equador que hi havia
des del punt corresponent del meridia central.

4. Formules explicites de la projecciéo UTM

La funci6 £ I’hem definida per la integral indefinida

L o= [Nanu + (bla) du.

Prenguem la primitiva tal que £(0) = 0. De moment,
sembla dificil resoldre explicitament la integral anterior.
Fem el canvi de variable tan u = (b/a) tan ¢, que corres-
pon a expressar £ en funcid de la latitud geografica ¢.
D’aquest canvi es dedueixen les formules segiients que
donen el sinus i el cosinus de u en funcié del sinus i cosi-
nus de ¢

sin @
S = — ——————
@ A 1-é’sifp
cos @

CoOsS U = ————
Vi1-ée'sine

2)

on e expressa I'excentricitat de 1’el-lipse definida per
e? = 1- (b/a)? (se suposa b < a). Amb aquest canvi, la
integral (1) queda:

3) L=/ (l(l*ez)ahp

e’ sin’ ) cos @

Aixo és la integral d’una funcié racional en sinus i
cosinus que se sap resoldre explicitament. La solucié que
val 0 quan @ €s 0 queda:

1+ si
log — 2% _e 1,

1 I+ e sin @
2 I-sine 2

4 L=

l—esin @

Per saber explicitament com funciona la projecci6
UTM,

Fus d’ellipsoide —> C = R’
Punt del fus —> Punt del pla complex

hauriem de donar I’expressi6 del punt del pla complex
que correspon al punt de ’el-lipsoide d’una longitud A

(comptada des del meridia central del fus) i d’una latitud
. Segons hem dit a la seccio anterior, al punt de "el-lip-
soide de coordenades (A, @) li associem el punt de C
donat per A + i£ on £ ve donat en funcié de ¢ per la
férmula (4). Llavors el punt de € associat al punt (4, )
de 'el-lipsoide, és F (A + i£), on F és la funcié holomorfa
definida a la secci6¢ anterior. Per a cada punt (4, ¢) del fus
d’el-lipsoide, calcularem la seva £ en funcié de ¢ per (4) i
usarem un desenvolupament de / per Taylor en el punt
p = 1L de C (punt imaginari pur, que correspon, per tant, a
un punt del meridia central de I’el-lipsoide). El desenvolu-
pament de Taylor de F en el punt p sera de la forma

FN+HL)=

>) a,taMN+i(L-L)+a,X+i(L-L) +..

Recordem com haviem definit la funcié F a ’apartat
anterior. Recordem que si y (£") indicava la distancia a
I’equador sobre I'el-lipsoide d’un punt del meridia cen-
tral corresponent a aquell £, llavors F(@") = iy (@'/i).
Aixo vol dir que si desenvolupem la funcié real v (L)
per Taylor en un punt L.

6) Y (€)= b+ b(EL—L) + b L) + ...

Llavors

FOJ +il)=

P e P 2
7 ib, + ib, (—7““(_1”3)) +ib, (—_“’({“‘Q) + ..
1 I

Comparant (5) amb (7) veiem que ay = iby a; = by,
a, = —ib,, i en general a, = (—i) ¥ b,.

A nosaltres ens interessara I"expressid (5) quan £ =
L. Llavors tindrem

8) x+iy=F(7\.+iL):an+al?\,+az7L2+...

Aix0 ens dona I'expressio que busquem del punt del
pla complex que correspon al punt de I’el-lipsoide (4, ¢)
o bé (A, £) (tingueu en compte que donar ¢ equival a
donar £).

Per coneixer totalment I’expressié (8) haurem de co-
neixer el valor dels coeficients a;, o bé, equivalentment,
dels coeficients b, de I'expressid (6).

El coeficient by, és y (L), o sigui, la distancia a I’equa-
dor mesurada sobre I’el-lipsoide del punt de I’el-lipsoide
(0, £), o equivalentment, del punt (0, ¢). Anem a calcu-
lar, doncs, bg. El meridia central (parametritzat per u) és la
corba obinguda fent 4 = 0 en la representacié paramétrica
de I'el-lipsoide, o sigui la corba u — (a cos u, 0, b sin u).
La norma del vector tangent a aquesta corba en un punt
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de parametre u és Va? cos® u + b? sin® u. O sigui, si y és
la longitud d’aquesta corba des de I'equador, dy/du =
Va? cos? u + b2 sin? u. Si volem expressar y en funcié
de la latitud ¢ (en lloc del parametre u), utilitzant les
férmules (2) tindrem

dy b

du V 1—e’sin’p

Com que dyld @ = (dyldu) (du/d @), derivant la relacid
tan # = (b/a) tan ¢ 1 utilitzant les férmules (2) s’obté

2 2
24 i—):o = 2— (1 - e?sin’p) "

Per tant,

2 ? -3/2
10) aO:ib():.iﬁ—fo (1-e'sin’&) dg

Aquesta és una integral el-liptica que s’ha de calcular
0 bé numericament o bé utilitzant algun desenvolupament
en série. Per exemple, de la série binomica s’obté

(1 —e*sin’ g)'”: 1+ %elsinl(i+ %S ¢ sin' € + % esin® & + ...

Si substituim ara en la férmula anterior sin® & sin* &
i sin® & per

sin? £ = (1/2) — (1/2) cos 2&

sin® &= (3/8) — (1/2) cos 2& + (1/8) cos 4&

sin® £ = (5/16) — (15/32) cos 2& — (3/16) cos 4& —

(1/32) cos 6&

i substituim després el resultat a (10) i integrem terme a
terme, obtenim

11) a=i(Fla) (ap+ P sin2o+ysin do+8sin 6o+ ...)

on els coeficients ¢, B, yi & vénen donats per

1 + (3/4)e? + (45/64)e* + (175/256)¢® + ...

— (1/2) ((3/4)e? + (15/16)e* + (525/512)€® + ...)
(1/4) ((15/64)e* + (105/256)¢® + ...)

=—(1/6) ((35/512)e® + ...)

1l

o
B
7
1)

Hem de calcular ara els altres coeficients &4, b,, ... de
la série (6) per tal de tenir els a,, a, ... de (8). De la f6r-
mula de Taylor es té b, = (1/k!) (d*y/dL*). Les deriva-
des successives de y respecte a £ vénen donades per

dyldL = (dy/d @) (d@/dL) = (dy/d @) (dL/dp)™
dXyldL? = (d*yd @ ?) (dL/d @) — (dy/d @)
(dL/dp)>(d2Lidp?)
ele.
Aqui apareixen derivades successives de y respecte a
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@ que es calculen a partir de I'expressié (9). També
aparcixen derivades successives de £ respecte a ¢ que
es poden calcular a partir de (3). Donem a continuacio
les expressions finals dels coeficients a; = (—)*'b; per
ak=1,2,314.8iper abreujar designem per N = a(l —
e sin? @)~ i per 1% = €2 cos® @ /(1 — €?), tindrem

a=b;=Ncos @

ay = — iby = i(1/2)N cos? @ tan @

ay=—by = (1/6)N cos’ @ (1+ tan’ ¢ — 11 %)

ay = iby= (i/24)N cos* @ tan @ (5 —tan®> @ + 9112 +
4n )

Hauriem de dir, finalment, que per fer servir les
{érmules anteriors amb les dimensions reals de la
terra, haurieu de prendre com a valor del semieix
major de 1’el-lipse a = 6.378,388 km, i com a excen-
tricitat e = 8,199191 x 1072,

5. Apéndix 1: repas de geometria diferencial
de superficies

Una superficie parametritzada de R? es pot definir
com un parell (V, f) on V és un cert obert de R? i fés una
aplicacié diferenciable f: V — IR?, injectiva, tal que per a
totve VIaplicacio lineal tangent f (v) : R? — R3és injec-
tiva. El subconjunt § = f (V) = R? és alld que es dibuixa
de la superficie parametritzada i ’aplicacid f: V — 5 s’a-
nomena parametritzacid de S. Aixi, per exemple, si de-
signem per (A, ) les coordenades candniques de R? i
considerem V = {(A, ) € R* amb 0 < A < 2n} i I'apli-
caci6 f: V — R? donada per f (A, () = (cos A, sin A, W),
el conjunt S = f(V) c R? és cilindre de radi 1 entorn de
’eix de les z (cilindre que no conté la recta vertical (4 —
(1, 0, ) perqué no permetem que A prengui els valors 0 i
27).

Sigui (V, f) una superficie parametrizada de R?. Si-
gui p e Visigui

(-6, )2V
t =)= (v (1), va(0))

una petita corba de V tal que v(0) = p. Llavors

(g &) — R&?
= ()

serd una petita corba de S = f (V) que passara pet f (p). El
vector tangent a aquesta corba de IR* en el punt f (p) sera

(egpotn) (5) ().

(2L),(%)..
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Aquest vector tangent €s. doncs, combinacié lineal
dels vectors (3 f/d V), i (0 110 V), Es defineix I’espai
tangent a la superficie S en el punt g = f(p) com el subes-
pai T,(S) de R3 format pels vectors tangents en el punt g
a totes les corbes contingudes a S que passen per ¢. El cal-
cul anterior mostra que (d f/B V)p i (@ f/0vy), s6n base
de T,(S) c R°.

El producte escalar usual g de R’ restringit a T8
dona un producte escalar a 7,(S) que queda determinat
pel coneixement de la matriu simétrica (g, ;) de productes
escalars.

= @f 6f) en que I, j varien des d’1 fins a 2.
& g(av,’av, S

Sovint la matriu (g;) €s denominada primera forma
quadratica fonamental de la superficie.

Sigui (V. /) una superficie parametritzada de R3. Direm
que la parametritzacio fde S = f (V) €s una isometria entre
I'obert V del pla i la superficie S quan peratotv e V I'a-
plicacié lineal tangent f'(v): R? — T}, (S) < R’ és una
isometria d’espais vectorials, quan es considera a [B el
producte escalar habitual, i a T, (5) el que hem consi-
derat anteriorment (1'induit pel producte escalar de R?).
Aix6 vol dir que qualsevol arc de corba de V € la matei-

xa longitud que I’arc de corba de § que s’obté aplicant f

al primer. També I’angle entre els vectors tangents en un
punt p € V a dues corbes de V que passen per p és el
mateix que I’angle en ¢ = f (p) dels vectors tangents a les
corbes transformades per /. Recordem que I’aplicaci6 li-
neal tangent f(v): R* — T} ,,(S) es defineix de la segiient
manera: Donat un vector X € B2, considerem una corba
V(1) = (v(1), vo(1)) de V < IR? tal que v(0) = vi (dv (£)/dt1), -
=X Llavors la imatge de X per I"aplicacié f(v) és el vec-
tor (df (v(0)/dt), - . Abans hem vist que els components d’a-
quest vector de T} (,,(S) < R? en la base (0f/d v, 3f1dv,}
son (dv,(1)dD), - i (dvy()/dt), _ . Es a dir, els mateixos
components que tenia el vector X = (dv ()/dt), _ 5 en la
base canénica de R2. Per tant, arribem a la conclusié
que quan a R? prenem la base canonica i a Ty,)(S) la
base {9f/dv,, E)flavz} Paplicaci6 f(v): R? — Ty (,,(S) ve
donada en components per (X;, X;) — (X,, X,). Per tant,
aquesta aplicacié serd una isometria si i només si la
matriu (g;;) de productes escalars dels vectors de la base
{af/dv,, df/dv,} és la matriu identitat

[ al

Considerem, per exemple, el cilindre parametritzat
del que hem parlat abans. Recordem que preniem V =
{(A, ) € R?amb 0 <X < 21} i considerivem 1" aplicacié
f:V — R donada per f (4, i) = (cos A, sin 4, ). En
aquest cas, els vectors df/dA, i df / dpt s6n respectivament
els vectors de R? (~sin A, cos A, 0) i (0, 0, 1). La matriu
(g;) de productes escalars d’aquests dos vectors és la

mafriu identitat. Per tant, aquesta parametritzacié f del
cilindre dona una isometria entre I’obert V del pla i el ci-
lindre S.

Sigui (V, f) una superficie parametritzada de R
Direm que la parametritzacié fde § = f (V) és una apli-
cacio conforme entre 'obert V del pla i la superficie S
quan per a tot v € V1'aplicacio lineal tangent f(v): R?
= TS R? conserva els angles quan es considera a
R? el producte escalar habitual i a T, 7 »(S) I'induit pel
producte escalar de R*. Es immediat de veure (seguint el
mateix raonament que hem utilitzat abans per a les iso-
metries) que si la matriu (g,j) de productes escalars dels
vectors 0 #/dv, i d /19 v, és de la forma

1 0
h (v, ) (0 1)

on A (vy, v2) €s qualsevol funcié diferenciable que no s’a-
nul-la en cap punt, llavors la parametritzacio f és una apli-
caci6 conforme entre V1.5 = f (V). Quan la funcié £ és la
constant | com en el cas del cilindre, es t€ una isometria.

Com hem dit en la introduccid, el teorema egregi de
Gauss —un teorema absolutament meravellds per mergixer
el qualificatiu d’egregi (que vol dir insigne, il-lustre, dis-
tingit)— porta com a conseqiiéncia que les iniques superfi-
cies que poden admetre parametritzacions isometriques
per un pla sén aquelles que tenen curvatura de Gauss
nul-la. En particular, ni una esfera ni un el-lipsoide adme-
ten parametritzacions isometriques per un pla. Aquest fet
¢s molt important a I’hora de fer mapes de la terra.

Anem a fer ara un raonament simple (sense utilit-
zar el teorema egregi) que demostri que un tros d’es-
fera no admet cap parametritzacié isomeétrica per un
pla. Imaginem que tenim un obert V de R? i una
aplicacié f: V — R? de manera que la imatge [ (V) = S
< R? esta continguda en I'esfera de radi R i centre 1" ori-
gen. Suposem que la parametritzacid f és una isometria
entre ViS5 =/(V). A §definim una nocié de distincia en-
tre dos punts g i ¢ “de S com I'inferior de totes les longi-
tuds de totes les corbes contingudes a S que els uneixen.
La hipotesi que f €s isometria comporta que f conserva les
longituds de les corbes i, per tant, per a qualsevol parell de
punts pip“de Ves complitad (p, p)=d(f(p). f(p?)), on
d designa la distancia habitual de R? i d; la distancia que
hem introduit a S (recordeu que f €s bijectiva).

Fixem un punt p € V. Considerem a V una circum-
feréncia C de centre p i radi & prou petit per tal que C < V.
Obviament la imatge per a f de la circumferéncia C sera
el conjunt de punts de I"esfera tals que la distancia d’a-
quests punts a g = f (p) és constant igual a £ Aixi com a
R? la distancia entre dos punts es mesura sobre la recta
que els uneix, en una esfera la distancia entre dos punts
es mesura sobre el cercle maxim que els uneix. Aixi,
dongcs, si vull veure com és sobre una esfera de radi R el
conjunt de punts que disten £ d’un punt donat g, puc ima-
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ginar-me que ¢ és un pol d’aquesta esfera des del qual
surten meridians (cercles maxims) en totes direccions.
Sobre cada un d’aquests meridians prenc una distancia €
i, qué obtinc? Un paral-lel. Aquest paral-lel €s f(C). Pero
si f és una isometria, la circumferéncia C de Vi el pa-
ral-lel f (C) de I’esfera hauran de tenir la mateixa longi-
tud. Perd la longitud de C és 2me i la del paral-lel f(C)
de S és 2mRsin(&/R), que és menor que 27e. D’aquesta
manera arribem a contradiccio.

6. Apéndix 2: repas de les nocions basiques
de funcions holomorfes

Recordem que una funcié real f definida en un obert V
de R, f: V — R, es diu analitica quan ¢és desenvolupable
en serie de Taylor en tot punt de V. Aixd vol dir que per
atot x, € V es pot trobar un interval I = (xo — & X + €)
contingut a V tal que per atot x € [ es t€

S0 =0 ) () 57 ) (5 =3 .

Es un fet remarcable I’existencia de funcions infini-
tament derivables que no sén analitiques. Cauchy va
donar el segiient exemple per tal de posar de manifest
aquest fet. Considereu la funcié f: R — R definida per

e lsix # 0

f@=5
0six=0

Si hom calcula les derivades d’aquesta funcid a
I’origen hom obté que totes elles sén nul-les. O sigui,
0=/(0)=/"(0)=f"(0) = ... El polinomi de Taylor P, (x)
de grau n d’aquesta funcié a I’origen ¢s idénticament
nul per a tot n. La férmula de Taylor de f (x) fins a I"or-
dre n a I’origen dira f (x) = P, (x) + T, (x), on T, (x) €s
el terme complementari. Com que P, (x) és sempre
nul, el terme complementari T, (x) és sempre igual a la
funcié per a tot x. Aixd mostra que aquesta funcié no
és desenvolupable en série de Taylor a I'origen (tot i
ser infinitament derivable). Per tant, aquesta funcio no
és analitica.
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Dit aixd, passem ara a veure qué s’entén per funcio
derivable en el cas de funcions definides sobre oberts de
C i que prenen valors a C. Veurem que aqui es produeix
una situacié molt diferent de la del cas real. El fet de ser
una vegada derivable ja implica ser desenvolupable en
série de Taylor (o sigui, analitica).

Identificaremn el pla complex C amb R?. Sigui V un
obert de C i sigui f: V — C una funcié sobre V amb
valors complexos. Es diu que f€s derivable en un punt z,
e Vsi existeix el 1fmit

ety —f(z)
m —————

u—+0, uz0 u

Aixod equival a dir que fadmet una derivada respecte
a la variable complexa. Afanyem-nos a dir que aqui s’u-
tilitza una terminologia diferent a la del cas real, i una
funcié derivable en un punt zg s’acostuma a dir que és
holomorfa en el punt zy. Una funcié es diu holomorfa en
un domini V quan és holomorfa (o derivable respecte a la
variable complexa) en tots els punts de V. La definici6
anterior de derivable en z, (o holomorfa en aquest punt)
es pot reformular de manera equivalent tot dient que exis-
teix a € C tal que la funcid o (u) = f(zo + w) — f(z9) —au
compleix

o (u)
lim ——— =0

u—0, u#0 | u |

La a de ’expressio anterior €s precisament la deriva-
da complexa f1(zg). Si posem z = x + iy, u = h + ik, 1 con-
siderem f com una funci6 de les dues variables reals x 1y,
I’expressié que serveix per definir ¢ (1) s’escriura aixi:

fxo+ h, yo + k) = f (x0. yo) = a (h + ik) + « (h, k),

amb

. o (hk
lim _o k) _,
(k) = (0,01, K) = (0,0) \/ h2+ k‘z

Aquesta és justament I'expressio que serveix per
definir el concepte de diferenciabilitat en el punt (xo, Yo)
d’una funcié de dues variables reals. Es dedueix llavors
de la definicié que els coeficients de & i de k s6n preci-
sament les dues derivades parcials de la funcié en el punt
(xg, ¥o). Com que en el nostre cas aquests dos coeficients
son respectivament a 1 ia, tindrem:

(35) e () o

D’aqui deduim que f és holomorfa si i només sl €8
diferenciable en tot punt com a funcié de dues variables
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reals 1 es compleix la condicié (de Cauchy-Riemann)
seglient:
of ;of _ 0
0x oy
El que €s un fet sorprenent que ara nosaltres aqui no
demostrarem €s que la condicié anterior ja implica que la
funcié és infinitament derivable i desenvolupable en
serie de Taylor complexa en tots els punts del domini V,

S@=f@)+fe) G-+ 5 £ G2+

Reciprocament, tota funcié definida per una série de
poténcies convergent és holomorfa.

La ra6 per la qual les funcions holomorfes s’utilitzen
en cartografia és la seglient: donen aplicacions confor-
mes d’un domini del pla en un altre domini del pla, si la

derivada no s’anul-la en cap punt del domini. Sigui V un
obert de C = R?i f: V — C una funcié holomorfa,
Suposem que f(z) # 0 per z € V. En un punt qualsevol z,
de V I'aplicaci6 lineal tangent de fen el punt z; aplica Z
en la part lineal en Z del desenvolupament de Taylor f
(2o + Z) = f(z9) = fzp) Z + ... Aixi doncs, aquesta apli-
cacié lineal tangent serd

C=zR' = CzR’
Z - f(@Z

Aqui f(zy) Z vol dir la multiplicacié del nombre com-
plex f(zp) pel nombre complex Z. Aquesta aplicacio,
com a aplicacié de R? en R?, és un gir compost amb una
homotecia, ja que I"argument de [1z;) Z és suma dels
arguments de f(zy) 1 de Z i el modul és el producte de
moduls. Un gir compost amb una homotecia conserva els
angles. Es, doncs, una aplicacié conforme.
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ISMAEL COLOMINA
Les eines matemdtiques de la geomatica

1. Introduccié: la geomatica

La geomatica €s el conjunt disciplinari de ciéncies i
tecnologies que tracten de 1’estudi, adquisicid, emmagat-
zematge, organitzacid, analisi, disseminacid, gestid i
explotacio de la informaci6 espacial referenciada geo-
graficament. Les disciplines geomatiques inclouen la
cartografia, la fotogrametria i la teledeteccid, la geodé-
sia, la topografia i els sistemes d’informacié geografica.

Les disciplines geomatiques han tingut, de sempre,
importants aplicacions en la metrologia industrial i en la
navegacid. La geomatica és multidisciplinaria. El seu
perfil és classic i modern alhora. Hereta el rigor de disci-
plines classiques com la geodesia, la fotogrametria i la
cartografia. Incorpora el vigor i la capacitat d’innovacid
de noves disciplines com la teledeteccid, les tecnologies
de la informacié i les comunicacions. La geomatica ¢s,
en totes les seves facetes, en forta expansio.

Les principals arees d’aplicacié de la geomatica sén
la gestio 1 planificacié d’infraestructures del territori, la
gestio del medi ambient, la gestié dels recursos naturals
i, darrerament, la navegacid precisa, particularment la
navegaci6 de vehicles terrestres.

L’evoluciéd de la geomatica esta dominada per les
tendeéncies de la tecnologia i del mercat.

Les grans tendéncies tecnologiques sén: el rapid
desenvolupament de les tecnologies de la informacié 1
les conseqii¢ncies sobre el cost, les dimensions, la capa-
citat i la velocitat de procés i adquisicio de dades; la dis-
ponibilitat d’equips GPS (Sistema de Posicionament
Global) barats i precisos; el desenvolupament de la tec-
nologia de sensors 1 de fusié de dades; la creixent facili-
tat d’accés a imatgeria a¢ria i espacial; i el desenvolupa-
ment de sistemes de gestid de la informacid, en particu-
lar els GIS (Sistemes d’Informacié Geografica).

Les grans tendencies de mercat geomatic son: el
creixent us i necessitat d’informacié geografica en molt
diversos sistemes de gestid; la importancia del sector
governamental com a principal client de serveis geoma-
tics; les noves oportunitats degudes a les aplicacions
mediambientals i la navegacio; I'impacte del gran cost
de nodrir —adquirir informacié 1 mantenir-la al dia— les

bases cartografiques, i el rapid creixement de les neces-
sitats geomatiques a I’Europa de I'Est, Asia i Llatinoa-
merica.

2. Geodesia

Dins la geomatica, la geodesia proporciona els marcs
geometric i fisic, i les eines per a la georeferenciacio. La
geodesia €s la ciencia que estudia la figura i el camp gra-
vitatori de la Terra, aixi com la seva variacio en el temps
(Helmert, 1962; Torge, 1980). La figura de la Terra es
descriu mitjancant conjunts de coordenades dels punis de
la seva superficie. Els camps gravitatori i de la gravetat
es descriuen mitjancant el seu potencial o funcions del
potencial (Torge, 1980). Tant la figura com el potencial
s6n funcions que depenen del temps, si més no en els
marcs de referéncia globals, fisic 1 geometric.

El coneixement de la figura i el camp gravitatori de la
Terra son necessaris per a la realitzacio de cartografia i per
al seu bon 11s. A més, el coneixement de la seva variacid
ajuda a coneixer els processos dinamics del nostre plane-
ta, com els moviments de les plaques continentals, la puja
del nivell del mar i altres efectes del canvi climatic.

LLa geodesia es relaciona amb altres disciplines com
la geofisica, les ciencies de I’espai, ’astronomia, 1’ocea-
nografia, la meteorologia 1 la geologia. Perd els seus
fonaments tedrics descansen en la matematica i la fisica
(Vanicek i Krakiwsky, 1986). Com en la resta de disci-
plines geomatiques, la informatica n’¢s un dels instru-
ments fonamentals.

La geodesia, a diferencia d’altres subdisciplines geo-
matiques, pertany al grup de ciéncies que com la meca-
nica, I’astronomia, etc. han estat sempre enterament ma-
tematitzades. En particular, ha contribuit al desenvolupa-
ment de disciplines matematiques com la geometria dife-
rencial. En general, la geodésia ha desenvolupat i/o
emprat eines matematiques per dues raons ben diferen-
ciades. En uns casos, ha calgut desenvolupar eines per
processar les observacions realitzades amb els instru-
ments proveits per la tecnologia del moment. Esel cas de
la geodésia espacial (Kaula, 1966; Seeber, 1993), o de la
geodesia inercial (Schwarz, 1983), o de les xarxes geo-
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désiques, tant en el seu aspecte numeric (Schwarz 1
Wade, 1990) com estadistic (Baarda, 1976). En altres
casos, les eines han estat més directament relacionades
amb els problemes propis de la geodesia. Es el cas dels
models de la figura i el camp gravitatori de la Terra
(Heiskanen i Moritz, 1967).

No es pot deixar de mencionar el llarg i apassionant
cami recorregut per la cigncia per a la determinacio de la
figura de la Terra. Des de la polémica entre Newton i
Cassini sobre la forma de I’el-lipsoide que I’aproxima
(definit per dos parametres) fins als models actuals del
geoide (definits per séries d’esferics harmonics fins a
grau i ordre 360, o sigui per uns 130.000 parametres)
passant pels coneguts treballs de G. G. Stokes per a la
solucié de I’anomenada equaci¢ fonamental de la geode-
sia fisica, de fet, un problema de contorn de la teoria del
potencial. (Cal recordar que no es disposa de la primera
xarxa geodésica mundial tridimensional fins fa només
vint-i-cinc anys [Schmid, 1974].)

Tant en els casos de tractament de dades observa-
cionals com en el de determinacié dels models geode-
sics terrestres, la geodesia ha fet un fort ds de tot tipus
d’eines d’estimacid, particularment del metode dels
minims quadrats inventat per K. F. Gauss el 1795
(Gauss, 1967). Cal destacar també 1’esforg realitzat en
el desenvolupament de les eines estadistiques de la fia-
bilitat del qual és maxim exponent el geodesista
holandes W. Baarda (Baarda, 1967). Les idees dels
geodesistes sobre la fiabilitat han estat en bona part
adoptades recentment per la comunitat de la navegacio
amb el nom de integritar.

3. Teledeteccié i fotogrametria

La teledeteccid 1 la fotogrametria tracten de I’obten-
ci6 d’informacié geometrica, espectral i semantica d’ob-
jectes a partir d’imatges bidimensionals. Avui, la foto-
grametria és la principal eina de la cartografia per a 'e-
laboracié de mapes a mitjana i gran escala. La teledetec-
¢ié, inicialment basada en satel-lits d’observacié de la
Terra i posteriorment basada també en avions d’observa-
ci6, és cada vegada més usada com a complement o
alternativa a la fotogrametria tradicional. El desenvolu-
pament de sensors multi i hiperespectrals aerotranspor-
tables i de sensors fotogrameétrics digitals fa que la tele-
detecci6 i la fotogrametria convergeixin en una sola dis-
ciplina d’observacié de la Terra mitjangant imatges.

Des que una imatge es registra fins que es converteix
en un mapa o farceix una base d’informacio cartografica,
s’han de seguir algunes etapes fortament matematitzades.
La imatge s ha de normalitzar; és a dir, cal determinar la
seva posicid i orientacio i cal determinar les caracteristi-
ques de la propagacié del senyal electromagnetic entre
’objecte emissor d’interes i el sensor. Després la imatge
ha d’ésser interpretada, geometricament i semanticament
(Greve, 1996). Cada vegada més, es combinen les carac-
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teristiques complementaries de diferents sensors 1, com a
conseqiiéncia, s’esta investigant el problema de la inte-
gracié de sensors i la fusio de dades heterogenies (Nuiiez
et al., 1999).

Tots els processos anteriors es basen en I'tis de models
matematics, fisics i cartografics complexos. La determina-
ci6 de la posicié i orientacié de les imatges €s un proble-
ma a cavall entre la geodesia i I"observaci6 de la Terra. Per
a aquesta tasca s’utilitzen la geodesia de satel lits, les tec-
niques de navegacié inercials, les t&cniques de procés d’i-
matge i, normalment, tecniques numériques de solucio de
grans sistemes d’equacions que, a la vegada, recorren a
eines combinatories (Slama, 1980).

La interpretacié geométrica o restituci6 de les imatges
és la tasca de I'observacié de la Terra que determina la
figura dels objectes que apareixen en les imatges. Per a
aixd s’acostuma a recorrer a models de la geometria pro-
jectiva —les equacions de collinealitat fotogrametriques—,
a técniques de correspondencia d’imatges i, darrerament,
a eines de la geometria computacional (Berg et al., 1997).
La interpretacio geomeétrica combinada amb el que es
podria denominar «interpretacié espectral» produeix les
ortoimatges (del territori), una eina extremadament util 1
de produccid barata.

Un cas especialment interessant i espectacularment
precis d’interpretacié geométrica de les imatges €s la
interferometria radar que, per exemple, €s capag de
determinar variacions milimetriques en Iescorga terres-
tre després d’un terratremol (Massonet et al, 1994).

La interpretacié semantica €s la més jove de les tasques
mencionades anteriorment i es basa en multitud de tecni-
ques matemitiques, de procés d’imatge i d’intel-ligencia
artificial. A causa d’aquesta joventut, a la complexitat dels
models cartografics i, en general, a la manca de models de
I’espai-objecte en queé es realitza la interpretacio, aquest €s
un dels camps amb més activitat investigadora en geoma-
tica (Forstner, 1993).

A més dels recursos matematics classics mencio-
nats 0 omesos en els paragrafs anteriors, la teledetec-
¢ié i la fotogrametria moderna estan fent un creixent
tis d’eines com la morfologia matematica, les wave-
lets, 1 altres.

4. Cartografia

La cartografia matematica €s un concepte ben esta-
blert de fa temps. Es, sobretot, la teoria de les projec-
cions cartografiques, que és una aplicacio de la geome-
tria diferencial (Snyder, 1987). Es un tema objecte de
limitada recerca. Tornem, pero, als principis.

Diuven els diccionaris i les enciclopedies que la car-
tografia s ’art, la ciéncia i la tecnica de fer mapes. Dels
mapes, diuen que son representacions planes i reduides
d’una part o de tota la superficie terrestre. Es poden tro-
bar definicions més precises —de la cartografia 1 dels
mapes— en els llibres de cartogratia, perd tenen I'incon-
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venient de ser fetes pels mateixos cartdgrafs. La carto-
grafia, com tantes altres arees especialitzades de 1’acti-
vitat humana, ha anat evolucionant des d’obscurs ori-
gens (Brown, 1949) fins al seu estat actual (Arbiol et
al., 1998). En el context d’aquest article és convenient
mirar-se-la com qualsevol altra ciéncia i, en particular,
com la ciéncia que estudia la superficie terrestre —i
d’altres planetes— i la representa. En termes més preci-
sos, els cartografs son especialistes en la creacid de
models de determinats aspectes de la superticie terres-
tre i de representar-los. Depenent del tema del mapa,
els cartografs han de col-laborar amb altres col-lectius,
com els gedlegs o els biolegs, en la recerca dels models
i representacions apropiades. Més enlla de "aspecte
essencial de la seva feina —el modelatge 1 la represen-
tacié cartografica— els cartografs han hagut d’adquirir
el domini de les tecnologies auxiliars per poder fer els
mapes. Des de técniques de dibuix, fins a técniques
d’impressi6, 1 avui, fins al conjunt d’eines que les tec-
nologies de la informacié han posat al seu abast.

En general, quan una nova tecnologia entra en una
determinada area de I'activitat cientifica s’obren nous
camins. Perd cal no cometre dos errors prou freqiients:
confondre el mitja tecnoldgic amb el fi, i no adquirir el
domini necessari de la nova eina. Les tecnologies de la
informacid, la informatica, sén I'instrument per tal que la
ciencia cartografica s’alliberi de les limitacions imposa-
des per les tecnologies anteriors. Amb I'ts dels sistemes
d’informacid (geografica) es poden materialitzar com-
plexissims models cartografics 1 es poden separar, con-
ceptualment i practica, de la seva representacio. I aques-
ta representacié no s’ha de fer necessariament sobre
paper, ni necessariament a una escala i amb uns contin-
guts predeterminats.

Les noves eines informatiques faciliten —en la pricti-
ca, permeten— el tractament o procés de la informacid
cartografica. I el tractament, com en la resta de les cién-
cies, s’ha de basar en models matematics de la realitat
cartografica especifica. En la gran majoria dels casos no
es disposa d’aquests models. Aquest &s el desafiament i,
alhora, ’oportunita, tant per a la cartografia com per a la
matematica.

Un exemple relacionat €s el problema de la generalit-
zacio cartografica. Atés un mapa a una determinada esca-
la —per exemple, 1:5.000— és possible generar automati-
cament un mapa a una escala menor —per exemple, a
escala 1:10.000 o 1:25.0007—. En gencral, malgrat que
aparentment un mapa a escala 1:5.000 conté tota la infor-
macio necessaria per a un mapa a qualsevol escala menor,
la resposta és no. Depén de I'existéncia de models car-
tografics per a cada escala i de si existeixen lleis per a la
transformacio d’aquests models. A Baella i Pla (1999) es
discuteix aquest problema per a la cartografia topografica
de Catalunya a escales 1:5.000 1 1:10.000.

Un exemple relacionat amb "anterior és la represen-
tacié del relleu a diferents escales. Es pot considerar un

subproblema del problema de la generalitzacié cartogra-
fica restringit a la superficie geométrica de la Terra.
Malgrat tractar-se d’una qliestio «simple» de modelatge
i representacié d’una superticie, el problema encara és
lluny d’estar solucionat. En el tema del modelatge del
relleu, la tecnologia de grafics per ordinador i la geome-
tria computacional estan guanyant un protagonisme crei-
xent (Berg ef al. 1997).

Navegacio

En els darrers anys la navegacid, amb 1’ds creixent
del GPS, ha deixat d’ésser una especialitat dels marins,
aviadors 1 astronautes per convertir-se en una activitat
quotidiana de molts ciutadans. La navegacid, al llarg de
la seva historia i al llarg de les seves tecnologies instru-
mentals, ha estat un camp propici a 1’ds de la matemati-
ca (Maybeck, 1979). Ara, amb el GPS i la cartografia
digital, la navegacid terrestre és una disciplina dificil-
ment separable de la geomatica.

La navegacid terrestre precisa €s una tasca especial-
ment complicada que necessita del posicionament
cinematic geodesic, de la cartografia navegable i, segons
el nivell d’automatitzacid, de tecnologies de visid per
ordinador i intel-ligeéncia artificial. Aquest €s el cas de la
navegacid automatica amb obstacles que han de realitzar
alguns robots. Pel que fa a les eines matematiques em-
prades per la part geomatica de la navegacio cal desta-
car els sistemes dinamics estocastics (SDS) i les equa-
cions diferencials estocastiques (SDE) juntament amb
els metodes seqiiencials d’estimacié optima adaptats als
calculs en temps real com el filtratge de Kalman (Kal-
man, 1960).

En termes generals, actualment, la navegacid preci-
sa descansa en el posicionament per satél-lits i en els
INS (Sistemes de Navegacidé Inercials). S’acostuma a
utilitzar els INS com a font d’observacions d’alta
freqliencia per generar I'SDS. El GPS proporciona posi-
cions a una freqiiencia menor que permeten el calibrat-
ge dels sensors de I'INS 1, aixi, assolir fins a precisions
centimetriques en la determinacié de trajectories. La na-
vegacid «de consum» enfoca el problema altrament. Usa
el GPS com a font per generar un SDS de baixa freqiién-
cia, que en entorns urbans s’ha de corregir amb dades
cartografiques.

A tall de conclusio

Entre els geodesistes encara es recorda I’afirmacid
que I'any 1902 féu F. Klein: «la geodesia és un magni-
fic exemple del que es pot fer amb la matematica en
les aplicacions practiques i de com s’ha de fer». Des-
prés de gairebé un segle, I’afirmacié de Klein no no-
més continua essent valida sind que, a més, és a prop
de poder-se aplicar a tota la geomatica. Depén dels
matematics.
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